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Reibungsfreie und reibungsbehaftete Stromungen I

Eulergleichungen:

reibungsfreie
Zylinderumstromung

Navier-Stokes-
Gleichungen:

reibungsbehaftete
Zylinderumstromung
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Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Ps + D[(pU) = 0
(oU), + DO(eu)oU)+DOp = 00
e + Odu(e+p) = Odw)-O0

r :2,uD—§,uDU mit D :%[DU +(DU)T]
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[ =146 mo-ﬁ[u %} JT
q=-kOT, k= (O ~5)e,/
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Das homogene System reduziert sich auf die Eulergleichungen
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Die entdimensionalisierten Navier-Stokes-Gleichungen
o

Die Gro3en in den Gleichungen treten in extrem unterschiedlichen Skalen
auf. Um numerische Ausloschungsfehler zu verhindern, werden die
Gleichungen oft in der dimensionslosen Form verwendet:

o, D[ﬂ,bLj) = 0
(00) + od(sd)eU)+op = Rel mfy;
. * Dtéj(é+ ﬁ)) - Re DE( ) y 1Reref Pr. H

Die linke Seite enthalt keine weiteren Kennzahlen, die Eulergleichungen
sind also in dimensionsloser und dimensionsbehafteter Form identisch.

Auf der rechten Seiten bei den Navier-Stokes-Gleichungen treten allerdings
zusatzliche GrofRen auf, wie die Reynolds-Zahl Re und die Prandtl-Zahl Pr.

Auf den folgenden Folien wird das * fur die dimensionslosen Grél3en
weg gelassen.
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Flussformulierung
o
Die rechte Seite kann in Flussformulierung gebracht werden:

U +00FC=0CF°

Die viskosen Flisse lassen sich in zwei Raumdimensionen folgender-
malfen formulieren:

Reef( ()__())

FP =
o u((vl)y +(v,),)
Relref (V1)(%/U(V1)X - %ﬂvy)-l_ Relref (Vz )/U ((Vl)y + (Vz )x)_ (y—1)Ré/ref .
0
oo - e n(w), + (v),)
), - 1))

Re 2
— 4
Re iy ( ) ((Vl) + (Vz) ) Re iy ( )( :u(Vz) 3 Iu(vl)x) (y-1)Re 4 Pr,4 d,
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Flussberechnung
o

Wie auch beil den konvektiven Flissen ist es bei den viskosen Flissen
notig, die Werte auf der entsprechenden Zellkante zu bestimmen, um den
Fluss Uber diese Kante bestimmen zu kdnnen.

Die bendtigten Werte sind (in 2D):

Geschwindigkeiten: Vy, V,
Ableitungen der Geschwindigkeiten: Vi Vg Vo Vo,
Ableitung der Temperatur: To T,
Dynamische Viskositat: U
Warmeleitfahigkeit: Kk
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Flussberechnung auf strukturierten Gittern
o

Der parabolische Charakter ermdglicht es, den Zustand auf der Zellkante als
arithmetisches Mittel der Zustande in den angrenzenden Zellen zu

bestimmen:
- (Vl)i+1,j + (Vl)i,j
(Vl)i+1/2,j - 2
o o
v,) .. +(v,)
(Vz)i+1/2,j == I+1'12 -
..J 1 i+:,j _ (lu)i+1,j + (:u)i,j
(lu)i+1/2,j - 2
1) &) K o+ (k)
(k)i+1/2,j =( )|+1,12 ( )I’J
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Flussberechnung auf strukturierten Gittern: Ableitu ngen
o
Eine arithmetische Mittelung der Gradienten der beiden benachbarten Zellen wirde zu

einer Entkopplung der Zellen flihren. Die Ableitungen missen daher anders bestimmt
werden, namlich tber den Satz von Green:

Vorgehen:
(0] o . 11
12102  Erstellen eines gedachten Kontrollvolumens V
T v » Berechnung der Werte auf den Seitenmitten von V*
ij O S O i+1 u; undu,, ; :trivial
T i+12j-12 U1z jim2 = 2 (ui,j TU g tU; T +1,j+1)
o (@]
= )
Uita/2j-1/2 "2 U j TU g TULg UL

» Berechnung der Ableitungen:

ou B 1 ’ ~_Anz.Kanten ’
x V' a@u RNV Z;umsx'm’
ov. 1 ov. 1
B.: axl - Y, ((Vl)i+1.i _(Vl)i,j )Ay’ oder ayl = AxDy ((Vl)i+1/2,j+1/2 _(Vl)i+1/2,j—l/2)AX

—_—
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Flussberechnung auf unstrukturierten Gittern
o

Auf unstrukturierten Gittern werden auch alle nicht abgeleiteten Grof3en
durch Mittelung der beiden Nachbarzellen bestimmt:

N Navier-Stokes Haas, Roller, Munz, Dumbser H
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Flussberechnung auf unstrukturierten Gittern: Ablei tungen
o

Wie auch schon bei den strukturierten Gittern wirde eine Mittelung der Gradienten der
beiden Zellen zu einer Entkoppelung fluhren. Da aber das Vorgehen wie auf
strukturierten Gittern hier zu ineffizient ware, verwendet man hier einen empirischen
Ansatz, der die Kopplung wieder herstellt:

131 _

Dui = VZE(U' t uk) ni,kLk
k=1

1. Schritt: gemittelter Gradient

(ﬁ)i,k = %(Dui +0u,)

2. Schritt: Korrektur mittels der Richtungsableitung

(OUJ _ uk_ui . — r;,k
sl =k 1. =
al i,k Ii,k | Ii,k

— — ou _
Cu, :(Du). - (Du). ., - — t
ik ik i,k =i,k 6| i,k
ik
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Zeitschritt
O

Die Reibungsanteile der Navier-Stokes-Gleichungen haben mathematisch
gesehen einen parabolischen Charakter, was die numerische Stabilitat stark
beeinflusst. Die Stabilitdtsbedingung eines expliziten Verfahrens fir
parabolische PDGL ist viel restriktiver als fir hyperbolische PDGL:

CFL -Bedingung : DFL -Bedingung
At < AX At < min (0 )Ax?
max(u[+[c) 21

Dies kann zu sehr ineffizienten Verfahren fuhren, namlich dann, wenn die
betrachtete Physik auf einer viel langsameren Zeitskala ablauft.

S, Navier-Stokes Haas, Roller, Munz, Dumbser I I
% [CFD-12] Slide 11 of 23 Universitat Stuttgart ZZA@ I— R S



Reibungsbehaftete Wande: Die Grenzschicht
o

An der reibungsbehafteten (d.h. physikalisch realisierbaren) Wand gilt immer
die sog. Haftbedingung:

Das Fluid haftet immer an der Wand an.

Dies hat grol3e Konsequenzen fur Stromungen, da unabhangig von der
Stromungsgeschwindigkeit in der Auf3enstromung an Wanden immer die
Haftbedingung erflllt sein muss.

— An der Wand stellt sich eine Zone ein, in der sich die
Zustandsgrol3en rapide andern, die sog. Grenzschicht.

d A —. Ve
V=V,
/ —v=v(d)
777272722 7 X
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Rechengitter in der Grenzschicht
o

Da auf kleinstem Raum eine extreme Zustandsanderung statt findet, missen
die Zellen in diesem Gebiet extrem fein gewahlt werden, um das Phanomen
auflésen zu kdnnen:

AEENE gadriri frr

|l |
11

HET: . . i T" 1
10 € L 8 T 11 |||I | I

Diese extrem kleinen Zellen wirken sich in der DFL-Bedingung, in die die
ZellgroRe quadratisch eingeht drastisch auf den Zeitschritt aus.
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Wahl der Zeitdiskretisierung

o
Implizites Verfahren:

» Meist beliebig grol3e Zeitschritte moglich

 starke numerische Diffusion bei grol3en Zeitschritten
— ,Verwischen der Losung*

 Phanomene, die sich schnell ausbreiten, oder sich mit hoher Frequenz
andern kdnnen nur schlecht bis gar nicht erfasst werden

— Fir stationdre und viele instation &are Probleme geeignet

Explizites Verfahren
» bedingt stabil imm Rahmen der CFL/DFL-Bedingung

* Physikalische Phanomene, deren Zeitskala mit der von der CFL-Bedingung
diktierten Gbereinstimmen, werden gut aufgelost

— Flr manche instationare Probleme geeignet
— In der Praxis fir DNS einzige Moglichkeit (Aufwand, Speicher)
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BDF-Verfahren
O

Instationére Probleme sind im industriellen Kontext durch die bisher
gezeigten expliziten Verfahren nicht effizient behandelbar. Notwendig sind
schnelle implizite Verfahren hoher Ordnung. Ein Beispiel sind die sehr
stabilen BDF-Verfahren. Das Verfahren 2. Ordnung ist A-stabil und lautet wie

folgt: . .
n+l __ N 4"
3u 4u” +uU _ —R(u”*l)
27t

Problem ist, dass u""*nicht bekannt ist, in jedem Schritt muss also ein
nichtlineares Gleichungssystem gel6st werden. Wir stellen die Gleichung
zunachst folgendermal3en um:

3 n+1 2
—Uu "——Uu u
2At At 2t

Hier gibt es zwei Alternativen: Newton und Dual-Time-Stepping.
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Newton-Verfahren
(o]

Zu Losen ist:

I I Ru)=F(u)=0
2At At 2At

Das Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle lautet dann:

OF
o AUM = =FUO)  mir u =u® +au®
au u (k)

Die Matrix des linearen Gleichungssystems ist gegeben durch

oF 3 oR
= +

du  2at  du
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Dual-Time-Stepping

o
Fur stationdre Probleme existieren zahlreiche Beschleunigungstechniken,
die auf den instationaren Fall Gbertragen werden kdnnen. Zentral ist dabei
die Nutzung von Mehrgitterverfahren! Betrachten wir wieder

3 2 1 _
= u-—=u"+—u"*+R(u)=F(u)=0
2t At 2At
Nun wird die Pseudo-Zeit t~ eingefihrt und das stationare Problem in

dieser Zeit betrachtet
- (w)=F()

Im stationéaren Zustand verschwindet die Zeitableitung und wir erhalten die
Nullstelle von F(u). Die Lésung y° = y"** ist dann die neue numerische
LOsung zum neuen Zeitschritt.

> Navier-Stokes
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Explizite Losung des Dual-Timestepping-Schemas
o

Die Berechnung des stationaren Zustands kann z.B. tiber ein Low-Storage
Runge-Kutta-Verfahren mit m Stufen erfolgen. Dieses agiert als Glatter in
einem Mehrgitterverfahren.

u® = u
a, At
u® = @ - l\/ F(u(o))
a,At
U@ = -9 F(u(l))
Vv
gt = ymD a At = (u(m—l))

Auf groben Gittern sind riesige Zeitschritte moglich, was Stérungen
schnell aus dem Rechengebiet heraustransportiert und schnelle
Konvergenz ermdglicht.
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Weitere Beschleunigungstechniken

Die Koeffizienten der Runge-Kutta-Verfahren werden so gewahlt, dass sich
ein grosses Stabilitatsgebiet ergibt. Ferner werden flr die konvektiven und
die diffusiven Terme unterschiedliche Verfahren benutzt, wobei das letztere
Verfahren die rechenaufwéandigen diffusiven Terme selten auswertet.

Die konkreten Koeffizienten hangen noch von der Flussfunktion ab.

Bei Nutzung eines W-Zyklus auf vier Gittern sind bei einfach viskosen
Problemen 30-50 Iterationen ausreichend, bei stationaren Euler-Gleichungen
nur 3-5.

Navier-Stokes Haas, Roller, Munz, Dumbser I I
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Zusammenfassung Dual-Timestepping
o

» Das Verfahren ist fur instationdre Stromungen geeignet, deren relevante
Phanomene sich auf deutlich grof3eren Zeitskalen als die Zeitschritte aus
der CFL- oder DFL-Bedingung abspielen

» Die tatsachlich wahlbaren physikalischen Zeitschritte sind problemabhangig

* Die Pseudozeitschrittgleichung wird in der Regel nicht bis zum vdlligen
Auskonvergieren berechnet (< 100 Iterationen)

« Zentraler Vorteil: Alle Methoden zur Konvergenzbeschleunigung (lokale
Zeitschritte, Residuenglattung, Mehrgitterverfahren,...), die nur ftr
stationare Probleme geeignet sind, konnen nun auch flr instationare
Probleme verwendet werden.

o Navier-Stokes Haas, Roller, Munz, Dumbser
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Randbedingungen
o

Die Randbedingungen sind mit Ausnahme der Wand flr die Navier-Stokes-
Gleichungen identisch mit denen der Eulergleichungen.

An der Wand bildet sich bei den Navier-Stokes-Gleichungen jedoch eine
sog. Grenzschicht aus, was entscheidende Veranderungen zur Folge hat.
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Randbedingung flur die reibungsbehaftete, adiabate Wan  d

o
Rand des Rech biet . . .
T TR Fir die Wand gilt:
O Py, In Normalen- und in
Vi | 2 Tangentialrichtung muss die
Vyi | Vaiar | Geschwindigkeit null sein.
Pi . Pisa,; o v;=0
1) i+1,)
pi L pi +1, v,=(v1);,
- V1i,j —Vy +1, v;=0
= V2i,j = V2i+1,j \
pi,j pi+1,j
i,J-1 i+1,j-1
Ghostzellen V=L
> Navier-Stokes Haas, Roller, Munz, Dumbser
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Reibungsbehaftete, adiabate bewegte Wand

(o]
Rand des Rechengebiets
P | Pii1j
vV vV v,=0
1i,j li+l,j
Vai | Vaisyj
V1=(Vy)i
pi,j . pi+l,j . .
) I+1, L
§ Vwand
/Oi,j /Oi 1 "\
_ _ N
2VWand Vli | 2VWand Vli 2l ® '>\
- V2i i = V2i il V1=2Vyyang-(Va);
pi,j pi +1,
ij-1 i+1,j-1
Ghostzellen
I3 Navier-Stokes Haas, Roller, Munz, Dumbser
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Reibungsbehaftete beheizte Wand

o
Rand des Rechengebiets
pi | Pis1 Druck und Geschwindigkeiten werden
Vi g Vi wie bei der adiabaten Wand
Vai | Vaisy,j behandelt. Die Dichte wird gemalf der
Pi.j ! Pisa, wy vorgeschriebenen Wandtemperatur
: ’ aus der Zustandsgleichung ermittelt:
Heat Heat
P P
~ Vi ~ Vi
oo v e p. .
Heat —_ I, ]
pi,j pi+1,j [0 -
1 1,1 RT \ang
Ghostzellen
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