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Grundidee Finite-Volumen-Verfahren (I)
o]

Die Differenzialgleichung
u, +00f(u)=0

stellt Anforderungen an Differenzierbarkeit, die haufig nicht erfallt sind.
Dies gilt nicht fiir die integrale Form der Erhaltungsgleichung, hier fiirV;:

tn+1 tn+1
j jut dv dt + j jD[f(u)dth:O
t" V, t" V.,
Durch die Anwendung des Gauldschen Satzes erhalt man:
tn+1 tn+1
j ju dv dt + Mf(u)[fﬁdet_o
t" t" oV,
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Grundidee Finite-Volumen-Verfahren (lI)
o]

Ein wesentlicher Schritt zu einem numerischen Verfahren ist nun,
Mittelwerte Uber Volumina V zu betrachten. Dann ist

t” u,dvdt =V j
und metm erhalt:
j dt + Mf(u)ndet_o
t" oV,

Wir definieren nun

n+1
= Nf(u)ndet
t" oV
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Grundidee Finite-Volumen-Verfahren (lIl)
o]

Bei R handelt es sich um das sog. Residuum, also die Anderung des
integralen Mittelwerts eines Kontrollvolumens Uber eine Zeitspanne At.

Ziel des Finite-Volumen-Verfahrens ist es nun, in jeder Iteration das
Residuum zu bestimmen. Hierzu muss also folgender Ausdruck
numerisch berechnet werden:

n+l

R:—Vitwf(u)ﬁdsm

t" oV
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Kontrollvolumen
0

Um nun ein numerisches Verfahren konstruieren zu kbnnen, welches
das Oberflachenintegral 10st, wird nun die Forderung gestellt, dass der
Rand eines Kontrollvolumens aus stiickweise glatten Elementen
bestent:

>l

V )

>l

V

Es kdnnen beliebige Polyeder verwendet werden.
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Rechengitter
o]

Um nun ein komplettes Rechengebiet auf diese Art und Weise
berechnen zu kénnen, wird das komplette Gebiet mit einem Gitter
Uberdeckt, dessen Gitterzellen die Kontrollvolumina darstellen:

3
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Raumdiskretisierung - Ansatz
o]

Unter Ausnutzung der vereinfachten Geometrie kann man nun den
Ausdruck fur das Residuum folgendermalf3en rdumlich diskretisieren:

1 ¢+
= f(u)yndSdt
R \/l tJ‘anDZaVi;f ( )

Die Integration erfolgt mittels Gaussquadratur, fir Verfahren erster und
zweiter Ordnung mit einer Stutzstelle an der Seitenmitte.

1 tn+1 )
=R =-2-| 2lela(u,u;
i tn g LoV,

Hierbei sind g; die Randkanten von V,und g die numerische
Flussfunktion, also eine geeignete Approximation an f.
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Die Eulergleichungen in zwei Raumdimensionen
o

Die Eulergleichungen in zwei Raumdimensionen lauten:

u, + f,(u), + fz(u)y =0

p oV, PV,
_| v pV," + p PV,V,
u= f.lu)= f-tu)=
ov, | SO R
e vi(e+ p) v,(e+ p)

Zustandsgleichung: P = (y —1),08 = P= (y —1)( —%pvz)

Die Eulergleichungen sind rotationsinvariant
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Flussberechnung in mehreren Raumdimensionen
o]

Fur ein allgemeines Kontrollvolumen V kann man den Normalenvektor
auf dem Rand folgendermal3en definieren:

—

n
/9< A =(n,n,)=(cos,sinb)
V X
oV

Der Integrand f (u) [ kann dann folgendermaf3en umgeformt werden:
f (u)[n=cos@ f,(u)+siné f,(u)

Dieser Ausdruck kann tber die Ausnutzung der Rotationsinvarianz
folgendermal3en umgeformt werden:

cosd f (u)+sind f,(u) =T *f (Tu)
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Die Matrix T ist eine Drehmatrix:

1 0 O0 O
T = O n n O
O -n, n O
0 0 0 1
Wir erhalten somit fiir das Residuum:
tn+1
=R :—i
\/i " & oV,

1 O 0
—1:0 b
0 n, n
_O 0 0

2. le; T g(Tu, Tuy; (1,0)" )
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Flussberechnung - Zusammenfassung

Das Vorgehen lasst sich folgendermal3en zusammenfassen:

* An jeder Zellgrenze wird der Zustand der beiden angrenzenden
Zellen in ein lokales Koordinatensystem gedreht

» Das resultierende 1D-Riemannproblem an der
entsprechenden Kante wird geldst

(Ubergabe an die Flussfunktion)

* Ruckrotation des berechneten Flusses
ins globale Koordinatensystem und
Berechnung des Residuums der
Zelle

* Integration des Flusses uber die 5
Kante mit Mittelpunktsregel @
* Fluss in Nachbarzelle updaten &
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Flussberechnung — Hinweise zur Implementierung
o]

* Die Schleife zur Flussberechnung geht tber alle Kanten und nicht
uber alle Zellen um zu vermeiden, den Fluss zwei mal berechnen
ZU mussen

— Rechenzeitersparnis
— Konservativitat wird erhalten

» FUr jede Zellkante wird nur ein Normalenvektor abgespeichert, d.h.
der Normalenvektor zeigt flr eine Zelle in die falsche Richtung.

« Je nach Richtung des Normalenvektors geht der Fluss positiv oder
negativ in die jeweilige Zelle ein.
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