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Verfahren zweiter Ordnung in der Zeit
o

Prinzipiell sind zwei verschiedene Anséatze mdaglich:

1. Getrennte Diskretisierung von Zeit und Raum:
.Method of Lines*

2. Raum-Zeit-Diskretisierung:
,~opace-Time-Expansion®
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Method of Lines - Grundidee

o
Die Idee hier ist es, die Zeitdiskretisierung vollig von der Raumdiskretisierung
Zu trennen:
j94( dV+jD[H xt))dVv =0
y ot

—§ ) dv

Definiert man nun fir den Raumoperator

—§ )@ dV = R
Erhalt man fur den Zeitoperator die gewdhnlich Differenzialgleichung
ou(t) _
ot
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Method of Lines — Numerische Umsetzung
o

1. Berechnung des Raumoperators R mit einem beliebigen Verfahren

R=L(u,t)

2. Losen der gewohnlichen Differenzialgleichung fur die zeitliche Anderung
mit Verfahren zum L&sen von Anfangswertproblemen, beliebt sind
explizite Runge-Kutta-Verfahren oder (implizite) BDF-Verfahren.
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Space-Time-Expansion
o

Zu losen war folgendes Problem:

tn+1

H—uxtdtdv+HDDf x,t))dvdt =0
AR

n+1

=t -2 S g e @) A,

tnml

Beim Verfahren erster Ordnung wurde flr das Zeitintegral die Rechteckregel
angesetzt, die bekanntlich erster Ordnung genau ist. Ein
Integrationsverfahren zweiter Ordnung ist z.B. die Mittelpunktsregel:

n+l

_f Z Q(U(m) (t),ul™ (t))ﬁ A dt = AtZN: g(ufm) (t”*l’z),ug") (t”*l’z))ﬁ A

tn m=1 m=1

Problem: u{™ (t™?) sind nicht bekannt.
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Space-Time-Expansion: Cauchy-Kovalevskaya-Prozedur
o
(m)

Die unbekannten Werte U™ (t™*? )miissen also rekonstruiert werden, um
das Zeitintegral genauer l0sen zu kbnnen. Zunachst werden sie als
Taylorentwicklung um den bekannten Zustand u;"y t”)ausgedr[]ckt:

ult™?) = u(t”)+%ut t")+o(at?)

Zur Bestimmung der Unbekannten muss also die Zeitableitung bestimmt
werden. Da wir den Zustand nur innerhalb der Zelle betrachten und dort
voraussetzen kdnnen, dass der Verlauf stetig ist, betrachten wir nun wieder
die Differenzialgleichung:

u +00f (u)=0

Die Cauchy-Kovalevskaya-Prozedur besteht nun darin, diese DGL nach der
Zeitableitung umzustellen:

u, = -0 O (u)
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Space-Time-Expansion: Vollstandiges Schema
o

Die vollstdndige Idee der Space-Time-Expansion ist es nun, die
Taylorentwicklung in Zeit und Raum auszuftihren:

n+l/2) = U(Xo’yovzovtn)+

AX U N\Xy, Yor Zy,t
Ay uy(xo’ Yo: Zy,t

Azuz(xo,yo,zo,t

At (
?ut Xo’yo’zo’t +

o(ax?, ay?, at?)

u(x, y, Z,t
+
+

+

')
)
')
')

Die Raumableitungen werden durch die Rekonstruktion ermittelt, wahrend
die Zeitableitung durch die Cauchy-Kovalevskaya-Prozedur bestimmt wird.
Auf diese Art und Weise ist es moglich, den Zustand an jeder Stelle eines
Raum-Zeit-Elements zu bestimmen. Diese Zustande werden fir die
Flussberechnung verwendet.
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Space-Time-Expansion: Zusammenfassung
o

Zu losen war folgendes Problem:

tn+1

u™t =uMt - = j Z g(u(m) (t),u™ (t))ﬁ L, dt

tnml

Numerische Ldsung des Zeitintegrals mit der Mittelpunktsregel:

tr:‘flzN: g(UEm) (t),ué{“)( ))n A dt = A'[Z (u(m)( n+1/2)’uém)( n+1/2))n A

t"n m=1

Ermittlung der Zustande u{"s (t”+1’2)mittels der Space-Time-Expansion.

o FV-Verfahren 2. Ordnung Birken, Haas I I
% [CFD-11] Slide 8 of 22 Universitat Stuttgart ZZA@ I— R S



Vergleich der Verfahrensablaufe Method of Lines / STE I

Method of Lines mit RK O2 STE 2. Ordnung

1]
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Vergleich der Verfahren
o

Method of Lines

* Rekonstruktion und
Flussberechnung mussen mehrfach
ausgefuhrt werden

» Je nach Zeitdiskretisierung
numerisch stabil, d.h. grol3e
Zeitschritte moglich (z. B. RK)

» FUr alle Gleichungen (Typ,
Dimensionen) identisch

e Sehr einfach zu programmieren

» Zeitordnung von Raumordnung
unabhangig, sofern numerische
Stabilitat gewahrleistet ist.
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Space-Time-Expansion

» Rekonstruktion und
Flussberechnung missen nur
einmal ausgefuhrt werden

» Numerisch nicht so stabil wie z.B.
RK-Verfahren, d.h. kleinere
Zeitschritte

» Eigene CK-Prozedur fiur alle
Gleichungen (Typ, Dimensionen)

* CK-Prozedur . d. R. sehr
kompliziert zu programmieren

» Zeitordnung von Raumordnung
abhangig
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