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Gegeben sei ein Rechteckflügel der Spannweite b = 10m sowie der Profiltiefe t = 1m.
Der Auftriebsgradient beträgt dca/dα = 2π = const. Der Flügel bewegt sich mit der Ge-
schwindigkeit U∞ = 60m/s durch Luft der Dichte ρ∞ = 1.2 kg/m3. Bei einem bestimmten
Flugzustand gilt für die Zirkulationsverteilung am Flügel der Ausdruck

Γ(ϑ) =
3∑

n=1

An sinnϑ = 20 sinϑ+ 2 sin 2ϑ+ 2 sin 3ϑ

a) Berechnen Sie die auftretenden Kräfte (Auftrieb, Widerstand) und Momente (Roll-
moment, Giermoment) bei reibungsfreier Betrachtung.

b) Wie muß der Verlauf des geometrischen Anstellwinkels αg(y) in Spannweitenrich-
tung sein, um die vorgegebene Zirkulationsverteilung am Flügel hervorzurufen?
Hierfür soll zunächst die Bestimmungsgleichung für die gesuchte Größe in allge-
meiner Form angegeben werden. Wie groß ist der geometrische Anstellwinkel für
die Spannweitenpositionen
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Bei der vorliegenden Aufgabe handelt es sich um die Entwurfsaufgabe der Traglinien-
theorie. Gesucht ist die spannweitige Verteilung des geometrischen Anstellwinkels eines
Rechteckflügels. Die spannweitige Zirkulationsverteilung ist in Form eines dimensions-
behafteten Fourier–Reihenansatzes gegeben. Der Koeffizientenvergleich mit dem allge-
meinen Ansatz liefert

A1 = 20m2/s A2 = 2m2/s A3 = 2m2/s (1)

a) Für die nachfolgenden Überlegungen befinde sich der Flügel in der xy–Ebene, der
Anströmvektor in der xz–Ebene, so daß kein Schieben resultiert. Für die Kräfte
und Momente gilt folgende Vorzeichenkonvention: Auftrieb A und induzierter Wi-
derstand Wi sind positiv definiert in positiver x– bzw. z–Richtung. Analog sind
Rollmoment Mx und Giermoment Mz positiv definiert bei ”

Rechtsdrehung“ um
die positive x– bzw. z–Achse.

– Auftrieb A
Für den Auftrieb gilt allgemein:

A =
bρU∞

2

M∑

n=1

An

π∫

0

sinϑ sinnϑdϑ (2)

Die Auswertung zeigt, daß der Auftrieb allein durch das erste Glied der Si-
nusreihe bestimmt ist:

A =
πbρU∞

4
A1 = 11.3 · 103N (3)

– Induzierter Widerstand Wi

Durch den induzierten Abwind der freien Wirbel entsteht auch bei reibungs-
freier Betrachtung ein Widerstand:

Wi =
ρ
π

M∑

m=1

M∑

n=1

mAmAn

π∫

0

sinmϑ sinnϑdϑ (4)

Die Auswertung zeigt, daß in den induzierten Widerstand sämtliche Glieder
der Fourier–Reihe eingehen:

Wi =
πρ
8

M∑

n=1

nA2
n = 197.9N (5)
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– Rollmoment Mx

Durch die zur xz–Ebene asymmetrische Zirkulationsverteilung entseht ein
Moment um die Längsachse:

Mx =
b2ρU∞

8

M∑

n=1

An

π∫

0

sinnϑ sin 2ϑdϑ (6)

Die Auswertung zeigt, daß das Rollmoment allein vom zweiten Glied der
Sinusreihe abhängt:

Mx =
πb2ρU∞

16
A2 = 2827Nm (7)

(in Flugrichtung gegen Uhrzeiger)

– Giermoment Mz

Durch die zur xz–Ebene asymmetrische Verteilung des induzierten Wider-
standes entsteht ein Moment um die Hochachse:

Mz =
−bρ
8

M∑

m=1

M∑

n=1

mAmAn

π∫

0

sinmϑ sinnϑ cosϑdϑ (8)

Die Auswertung zeigt, daß ein induziertes Giermoment nur dann vorliegt, falls
die Zirkulationsverteilung weder rein symmetrisch noch rein antimetrisch ist:

Mz =
−πbρ
32

[(1 + 2)A1A2 + (2 + 3)A2A3 + . . .] = −165Nm (9)

(linke Flügelhälfte eilt vor)

b) Die vorliegende Entwurfsaufgabe wird durch Auswerten der Prandtl’schen Integral-
gleichung in dimensionsbehafteter Form unter Verwendung des Reihenansatzes für
die Zirkulationsverteilung gelöst:

2 sinϑ · αg(ϑ) =
M∑

n=1

An

b U∞

sinnϑ
[

4b sinϑ
(dca/dα)2d · t(ϑ)

+ n
]

(10)

Im vorliegenden Fall, d. h. bei gegebenen An, t(ϑ) ist ein direktes Auswerten an
beliebigen Schnitten in Spannweitenrichtung möglich! Ansonsten muß ein lineares,
inhomogenes Gleichungssystem gelöst werden. Auflösen von Gl. (10) nach αg(ϑ)
liefert zunächst

αg(ϑ) =
1

2bU∞
︸ ︷︷ ︸

c1

M∑

n=1

An sinnϑ
sinϑ







4b
(dca/dα)2d · t
︸ ︷︷ ︸

c2

sinϑ+ n







(11)
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Hierbei sind c1, c2 Konstanten. Der Term sinϑ (im Nenner) ließe sich prinzipiell
auch vor die Summe ziehen. Der Ausdruck wird aber für y = ±b/2 singulär! Es wird
sich jedoch zeigen, daß er sich bei Anwendung entsprechender Additionstheoreme
für den Term sinnϑ (im Zähler) kürzen läßt. Unter Berücksichtigung von drei
Reihengliedern resultiert

αg(ϑ) = c1

[
A1 sinϑ
sinϑ

(c2 sinϑ+ 1) +
A2 sin 2ϑ
sinϑ

(c2 sinϑ+ 2) +
A3 sin 3ϑ
sinϑ

(c2 sinϑ+ 3)
]

(12)
Unter Anwendung der Additionstheoreme

sin 2ϑ = 2 sinϑ cosϑ
sin 3ϑ = sinϑ(3− 4 sin2 ϑ)

(13)

ergibt sich schließlich

αg(ϑ) = c1

[
A1(c2 sinϑ+ 1) + 2A2 cosϑ(c2 sinϑ+ 2) +A3(3− 4 sin

2 ϑ)(c2 sinϑ+ 3)
]

(14)
mit

c1 =
1

2bU∞

=
1

1200
[s/m2]

c2 =
4b

(dca/dα) · t
=
20

π
[−]

ϑ = arccos
y

b/2
[rad]

(15)

y/(b/2) [−] −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
ϑ [◦] 180 120 90 60 0
Γ [m2/s] 0.0 15.6 18.0 19.1 0.0
αg [

◦] 1.4 5.5 6.1 6.9 2.2
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Ein Tragflügel der Spannweite b werde durch eine gerade gebundene Wirbellinie ersetzt.
Die Zirkulation des gebundenenWirbels, der auf der y–Achse liegt, wird stückweise durch
Geraden angenähert (siehe Skizze). Anströmgeschwindigkeit und freie Wirbel verlaufen
parallel zur x–Achse.

Γ

y
BA b/2−b/2

Γ2

Γ1

0

a) Skizzieren Sie qualitativ den Verlauf der Stärke der abgehenden freien Wirbel über
der Spannweitenkoordinate y.

b) Berechnen Sie den Abwind wi(y), der von den zwischen den Punkten A und B

abgehenden Wirbeln am Ort des gebundenen Wirbels induziert wird.
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a) Die Stärke der abgehenden Wirbel ergibt sich aus dem Gradienten der gebunde-
nen Zirkulation dΓ(y)

dy
dy. Da Γ(y) abschnittsweise linear ist, ist der Gradient dΓ(y)

dy

abschnittsweise konstant:

A B
y

∂Γ
∂y

= dΓ
dy

−b/2

b/2

b) Das Wirbelband, welches zwischen den Punkten A und B abgeht, induziert an
einem Aufpunkt P (y) auf dem gebundenen Wirbel den Abwind wi(y):

wi(y) =
1
4π

y′=yB∫

y′=yA

∂Γ(y′)
∂y′

dy′

y − y′
(1)

A B

y,y’

y’

y

Pγ

Aufpunkt zur 
Berechnung von wi (y)

b/2

Liegt der Aufpunkt P (y) zwischen den Punkten A und B, so existiert eine Stelle
y′ = y und der Integrand in Gl. (1) wird singulär. Zur Berechnung der induzierten
Abwindgeschwindigkeit ist dann die Ermittlung des Cauchy’schen Hauptwertes
erforderlich.
Der im Abschnitt [A,B] konstante Gradient der gebundenen Zirkulation entspricht
der Stärke der flächenhaften Zirkulation γ des abgehenden Wirbelbandes. Somit
gilt im Interfall [A,B]:

γ =
∂Γ(y′)

∂y′
= const. (2)
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– Induzierter Abwind, falls P außerhalb von [A,B]:
Liegt der Aufpunkt P außerhalb des Intervalls [A,B], so liefert Gl. (2) in (1):

wi(y) =
γ

4π

y′=yB∫

y′=yA

dy′

y − y′

= −
γ

4π
ln |y − y′|

∣∣∣∣
yB

yA

= −
γ

4π
ln

∣∣∣∣
y − yB

y − yA

∣∣∣∣

(3)

Im Intervall [A,B] ist γ negativ (siehe Skizze). Das Vorzeichen von wi wird
somit vom Vorzeichen des Logarithmus bestimmt:

y > yB > yA : ln
∣∣∣∣
y − yB

y − yA

∣∣∣∣ < 0 ⇒ wi < 0 =̂ Aufwind

y < yA < yB : ln
∣∣∣∣
y − yB

y − yA

∣∣∣∣ > 0 ⇒ wi > 0 =̂ Abwind
(4)

– Induzierter Abwind, falls P innerhalb von [A,B]:
Liegt der Aufpunkt P innerhalb des Intervalls [A,B], so muß der Cauchy’sche
Hauptwert ermittelt werden. Gl. (2) in (1) liefert

wi(y) =
γ

4π

y′=yB∫

y′=yA

C
dy′

y − y′

=
γ

4π
lim
ε→0




y′=y−ε∫

y′=yA

. . .+
yB∫

y′=y+ε

. . .





=
γ

4π
lim
ε→0

(
− ln |y − y′|

∣∣∣∣
y−ε

yA

− ln |y − y′|

∣∣∣∣
yB

y+ε

)

= −
γ

4π
lim
ε→0

(
ln

y − (y − ε)
y − yA

+ ln
y − yB

y − (y + ε)

)

= −
γ

4π
lim
ε→0

(
ln

−ε(y − yB)
ε(y − yA)

)

= −
γ

4π
ln

yB − y

y − yA

(5)
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Beispiel: yA = 1, yB = 2, γ = −4π

y −2 −1 0 0.5 1 1.25 1.5 1.75 2 3
wi(y) 0.288 0.405 0.693 1.099 ∞ 1.099 0 −1.099 −∞ −0.693

-2 -1 0 1 2 3y
-4

-3
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-1

0

1

2

3

4

w
i

A B

-w
i
= Aufwind

+w
i
= Abwind
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Untersucht werden soll die Auswirkung des Nachlaufs von einem Tragflügel der Spann-
weite b auf das Leitwerk der Spannweite b/2, welches gemäß Skizze stromab bei x = b/2
angeordnet ist. Der Tragflügel mit seinem System freier Wirbel werde näherungsweise
durch einen Hufeisenwirbel mit konstanter Zirkulation Γ ersetzt. Gleiches gelte für das
Leitwerk mit der Zirkulation Γ′.

b/2

y

U∞

∞

∞

∞

∞

b
/2

b
/4

b
/4

A

B

Γ

Γ ’

x

a) Man berechne die vom Hufeisenwirbel des Tagflügels in den Punkten A(b/2, 0, 0)
und B(b/2,−b/4, 0) induzierte Geschwindigkeit w in Abhängigkeit von Γ und b.

b) Wie ändert sich näherungsweise der Anstellwinkel in A und B, wenn die Zirkulation
des Hauptflügels um ∆Γ erhöht wird?

c) Welches
”
mittlere“ Moment um die y–Achse wird zusätzlich hervorgerufen, wenn

für den Abwind am Höhenleitwerk ein entsprechender Mittelwert aus den Abwind-
wirkungen der Punkte A und B gesetzt wird? Ist dieses Zusatzmoment kopf– oder
schwanzlastig?

Hinweis: Die Rückwirkung der vom Wirbelsystem des Leitwerks induzierten Geschwin-
digkeiten auf die Umströmung des Hauptflügels kann vernachlässigt werden.
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a) Für die Induktion eines geradlinigen Wirbelfadens gilt nach Biot–Savart:

w =
Γ

4πr
(cosα1 − cosα2) (1)

Bei einem auftrieberzeugenden Flügel induzieren tragender Wirbel und Randwirbel
in den Punkten A und B jeweils Abwind!

– Induktion auf Punkt A

Für die Induktion infolge des gebundenen Wirbels gilt unter Berücksichtigung
der Integrationsgrenzen α1 = 45◦, α2 = 135◦ sowie r = b/2:

wAGW =
Γ

4π b
2

(cos 45◦ − cos 135◦) = 0.225
Γ

b
(2)

y

U∞

∞

∞

A

α2

α1

Für die Induktion infolge der Randwirbel mit symmetrischem Einfluß gilt
unter Berücksichtigung der Integrationsgrenzen α1 = 45◦, α2 = 180◦ sowie
r = b/2:

wARW = 2
Γ

4π b
2

(cos 45◦ − cos 180◦) = 0.543
Γ

b
(3)

y

U∞

∞

∞

A

α1
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Für die resultierende Gesamtinduktion auf Punkt A gilt somit:

wA = wAGW + wARW = 0.768
Γ

b
(4)

– Induktion auf Punkt B

Für die Induktion infolge des gebundenen Wirbels gilt unter Berücksich-
tigung der Integrationsgrenzen α1 = arctan [(b/2)/(b/4)] = 63.4◦, α2 =
180◦ − arctan [(b/2)/(3b/4)] = 146.3◦ sowie r = b/2:

wBGW =
Γ

4π b
2

(cos 63.4◦ − cos 146.3◦) = 0.204
Γ

b
(5)

Bα1

α2

b/2

3b
4

y

U∞

∞

∞

b
4

Für die Induktion infolge des
”
oberen“ Randwirbels gilt unter Berücksichti-

gung der Integrationsgrenzen α1 = arctan [(3b/4)/(b/2)] = 56.3◦, α2 = 180◦

sowie r = 3b/4:

wBORW =
Γ

4π 3b
4

(cos 56.3◦ − cos 180◦) = 0.165
Γ

b
(6)

α1

B
b/2

3b
4

y

U∞

∞

∞
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Für die Induktion infolge des
”
unteren“ Randwirbels gilt unter Berücksich-

tigung der Integrationsgrenzen α1 = arctan [(b/4)/(b/2)] = 26.6◦, α2 = 180◦

sowie r = b/4:

wBURW =
Γ

4π b
4

(cos 26.6◦ − cos 180◦) = 0.603
Γ

b
(7)

α1

B
b/2

y

U∞

∞

∞

b
4

Für die resultierende Gesamtinduktion auf Punkt B gilt somit:

wB = wBGW + wBORW + wBURW = 0.972
Γ

b
(8)

b) Bei einer Änderung der Zirkulation Γ um ∆Γ ändert sich der induzierte Abwind
gemäß Gl. (4) bzw. (8)

∆wA = 0.768
∆Γ

b

∆wB = 0.972
∆Γ

b

(9)

Für die entsprechenden Anstellwinkeländerungen gilt bei der Anströmgeschwin-
digkeit U∞:

∆αA = −
∆wA

U∞

= −0.768
∆Γ

bU∞

∆αB = −
∆wB

U∞

= −0.972
∆Γ

bU∞

(10)

Die induzierten Abwindwinkel ∆αA bzw. ∆αB reduzieren somit den Anstellwinkel
des Höhenleitwerks.

c) Für die mittlere Anstellwinkeländerung ∆αAB am Höhenleitwerk bei Änderung
der Flügelzirkulation um ∆Γ gilt:

∆αAB =
1

2
(∆αA +∆αB) = −0.870

∆Γ

bU∞

(11)
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Für das Moment um die y–Achse resultiert (hecklastig positiv):

∆cmy = −
b

2
∆ca = −

b

2

dca

dα
∆αAB = −

b

2

dca

dα
· − 0.870

∆Γ

bU∞

= 0.435
dca

dα

∆Γ

U∞

(12)

Das Moment ist hecklastig, da bei einem positiven ∆Γ am Flügel der effektive
Anstellwinkel am Höhenleitwerk und somit auch der Auftrieb am Höhenleitwerk
reduziert wird.
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Ein dünnes Profil wird in einem Windkanal vermessen. Es ergeben sich dabei für die
statischen Drücke bzw. Druckbeiwerte:

Anströmung: p∞ = 0.878 bar
Staupunkt: pSt = 1.0 bar
Position I: xI/t = 0.2; ∆cp(xI) = cpu

(xI)− cpo
(xI) = 1.60

Position II: xII/t = 0.8; ∆cp(xII) = cpu
(xII)− cpo

(xII) = 0.93

(Index o =̂ Profiloberseite; Index u =̂ Profilunterseite; t =̂ Profiltiefe)

Ma∞

St

z

xx
1

x
2 t

p∞

a) Wie groß ist die Anström–Machzahl?

Hinweis: Entlang der Staustromlinie kann man von einer isentropen Zustandsände-
rung ausgehen. Hierbei gilt:

p
p0

=
[
1 +

κ − 1
2

Ma2
] κ

1−κ

(κ = 1.4; Index 0 =̂ Kesselzustand)

Aus den gemessenen Drücken sollen in den nachfolgenden Teilaufgaben die geometrischen
und aerodynamischen Hauptdaten des Profils bestimmt werden.
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b) Welche Ähnlichkeitsregel muß angewendet werden, wenn sich die Profilgeometrie
für den inkompressiblen Vergleichsfall nicht ändern soll? Ermitteln Sie mit die-
ser Regel die Druckdifferenzen ∆cpik

(xI) bzw. ∆cpik
(xII) für den inkompressiblen

Vergleichsfall!

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil a) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit einem Nähe-
rungswert von Ma∞ = 0.4 weiter.

c) Das Profil soll unter Vernachlässigung des Dickeneffektes durch die ersten beiden
Normalverteilungen der Skelett–Theorie angenähert werden. Geben Sie die Zirku-
lationsstärken an den Positionen I und II (γik(xI) bzw. γik(xII)) als Funktion von
U∞, A0 und A1 an! Berechnen Sie nach der linearisierten Theorie die Druckdifferen-
zen ∆cpik

(xI) und ∆cpik
(xII) in Abhängigkeit von A0 und A1! Welche Zahlenwerte

ergeben sich für A0 und A1 aus den Ergebnissen von Teilaufgabe b)?

Hinweis: Die von einer flächenhaften Zirkulation γ induzierte Tangentialgeschwin-
digkeit beträgt direkt über bzw. unter der Wirbelfläche u = ±γ/2.

d) Wie groß ist die relative Wölbung f/t und der Anstellwinkel α (in [◦]) der in c)
berechneten Skelettlinie? Berechnen Sie den zu erwartenden Auftriebsbeiwert ca

bei der unter a) berechneten Anström–Machzahl!

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil c) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit A0 = 0.1
und A1 = 0.2 weiter.
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a) Zur Ermittlung der Anström–Machzahl wird die isentrope Verzögerung vom Zu-
stand der ungestörten Anströmung zum Staupunkt entlang der Staustromlinie be-
trachtet. Im Staupunkt liegt hierbei der Kesselzustand vor und es gilt:

p0 = pSt (1)

Das Druckverhältnis der gegebenen Isentropenbeziehung ist somit bekannt, da ne-
ben dem Kesseldruck auch der Umgebungsdruck gegeben ist. Nach Umformen
ergibt sich unter Berücksichtigung von Gl. (1)

Ma∞ =

√√√√ 2
κ − 1

[(
p∞

pSt

) 1−κ
κ

− 1

]
= 0.44 (2)

b) Bei einer Anström–Machzahl von Ma∞ = 0.44 müssen Kompressibilitätseffekte
berücksichtigt werden. Dies soll durch Anwendung der Ähnlichkeitsregeln erfol-
gen. Da es sich um eine 2D–Profilumströmung handelt und die Geometrie bei der
Berechnung unverändert bleiben soll, muß im vorliegenden Fall die 1. Prandtl–
Glauert–Regel angewendet werden. Hierbei gilt:

cp(x, z, α, f, δ) =
1
β

cpik(x, z, α, f, δ) (3)

mit
β =

√
1− Ma2

∞
= 0.90 (4)

Eine Transformation analog zu Gl. (3) gilt natürlich auch für die Differenz der
Druckbeiwerte zwischen Unter– und Oberseite:

∆cpik = β∆cp (5)

Für die Positionen I und II ergeben sich somit die Zahlenwerte

∆cpik(xI) = β∆cp(xI) = 1.44
∆cpik(xII) = β∆cp(xII) = 0.84

(6)

c) Das Profil soll unter Vernachlässigung seiner Dicke allein durch die Skelettlinie
repräsentiert werden. Zur Berechnung der Profilumströmung für den inkompressi-
blen Vergleichsfall sind gemäß Aufgabenstellung die beiden ersten Birnbaum’schen
Normalverteilungen zu verwenden. Für die Zirkulationsverteilungen der 1. Normal-
verteilung (angestellte ebene Platte) bzw. 2. Normalverteilung (nichtangestelltes
Parabelskelett) gilt:

γ0 = 2U∞A0

√
1− x

t
x
t

γ1 = 4U∞A1

√
x
t

(
1−

x
t

) (7)
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Die lineare Überlagerung liefert für den inkompressiblen Vergleichsfall

γik = γ0 + γ1 = 2U∞

[
A0

√
1− x

t
x
t

+ 2A1

√
x
t

(
1−

x
t

)]
(8)

Für die Position I (x/t = 0.2) ergibt sich:

γik(xI) = 2U∞(2A0 + 0.8A1) =
4
5

U∞(5A0 + 2A1) (9)

Für die Position II (x/t = 0.8) resultiert:

γik(xII) = 2U∞(0.5A0 + 0.8A1) =
1
5

U∞(5A0 + 8A1) (10)

Nach der linearisierten Theorie berechnet sich der Druckbeiwert am Profil zu

cpik = −2
uik

U∞

(11)

Hierbei ist uik die vom Profil hervorgerufene Störgeschwindigkeitskomponente in
Anströmrichtung. Die von einer flächenhaften Zirkulation γ induzierte Tangenti-
algeschwindigkeit beträgt

uik = ±
γik

2
(12)

Hierbei gilt das Pluszeichen für die Oberseite, das Minuszeichen entsprechend für
die Unterseite. Gl. (12) in (11) liefert für die Differenz der Druckbeiwerte zwischen
Profilunter– und Oberseite

∆cpik = cpik u
− cpik o

=
γik

U∞

+
γik

U∞

=
2γik

U∞

(13)

Gl. (9) in (13) liefert für die Druckdifferenz an Position I:

∆cpik
(xI) =

8
5
(5A0 + 2A1) (14)

Gl. (10) in (13) liefert entsprechend für Position II:

∆cpik
(xII) =

2
5
(5A0 + 8A1) (15)

Zur Bestimmung der Koeffizienten A0 und A1 sind die Gl. (14) und (15) nach A0
bzw. A1 aufzulösen und die aus den gemessenen Druckdifferenzen in Teilaufga-
be b) bestimmten Werte ∆cpik

(xI) und ∆cpik
(xII) gemäß Gl. (6) einzusetzen. Die

Eliminierung von A0 liefert
5
8
∆cpik

(xI)− 2A1 =
5
2
∆cpik

(xII)− 8A1

5∆cpik
(xI)− 16A1 = 20∆cpik

(xII)− 64A1

A1 =
1
48

(20∆cpik
(xII)− 5∆cpik

(xI))

A1 = 0.2

(16)
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Gl. (16) in (15) liefert

2A0 = ∆cpik(xII)−
16
5

A1

A0 =
1
10

(5∆cpik(xII)− 16A1)

A0 = 0.1

(17)

d) Anstellwinkel und relative Wölbung von inkompressiblem Vergleichsprofil und ori-
ginalem Skelett sind wegen Anwendung der 1. Prandtl–Glauert–Regel identisch.
Es resultiert

α = α∗ + α0 + α2 = A0 = 0.1 =̂ 5.7◦ (18)

und
f
t
=

A1

4
= 0.05 (19)

Für den Auftriebsbeiwert des inkompressiblen Vergleichsfalles gilt:

caik = ca0
+ ca1

= 2πA0 + πA1 = 1.26 (20)

Um den Auftriebsbeiwert bei kompressibler Umströmung mit Ma∞ zu ermitteln,
wird die 1. Prandtl–Glauert–Regel angewendet. Die Transformation des Auftriebs-
beiwertes erfolgt analog zu Gl. (3). Mit (4) folgt

ca =
1
β

caik = 1.40 (21)
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Für den Tragflügel eines projektierten Flugzeuges wurde das Profil NACA 2512 aus-
gewählt. Der Flügel soll eine 25% tiefe, ebene Wölbklappe erhalten. Zur Durchführung
der nachfolgenden Untersuchungen ist es ausreichend, das Profil unter Vernachlässigung
des Dickeneffektes durch seine Skelettlinie zu repräsentieren, siehe (nicht maßstäbliche)
Skizze.

0                                  0.75        1      

+δ

z/t

starrer Profilteil         Wölbklappe

x/t
U∞

Für die Geometrie der Skelettlinie im vorderen, starren Profilteil gilt:

zI

t
= 0.08

[
x

t
−

(x

t

)2
]

0 ≤
x

t
≤ 0.75

a) Stellen Sie unter Annahme kleiner Klappenwinkel δ (sin δ ≈ tan δ ≈ δ) die Bezie-
hung für die Skelettlinie zII

t
(x

t
, δ) im Bereich der Wölbklappe auf! Beachten Sie die

Vorzeichenkonvention für den Klappenwinkel in obiger Skizze!

Das Profil werde zunächst bei inkompressibler Umströmung betrachtet. Die Skelettlinie
soll durch die ersten beiden Birnbaum’schen Normalverteilungen angenähert werden.

b) Berechnen Sie die Koeffizienten A0(δ) und A1(δ) als Funktion des Klappenwinkels!

c) Welcher Klappenwinkel (in [◦]) muß gewählt werden, damit A0 = 0 ist? Wie groß ist
in diesem Fall der Koeffizient A1? Bestimmen Sie den zugehörigen Auftriebsbeiwert
ca!
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d) Stellen Sie die Zirkulationsverteilung γ(x
t
, U∞) für die Bedingungen aus c) auf!

Bestimmen Sie den minimalen Druckbeiwert cpmin
auf dem Profil unter Anwendung

der linearisierten Theorie!

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil c) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit A1 = 0.08
weiter.

Das Profil werde nun bei gleichem Klappenausschlag und Anstellwinkel kompressibel
umströmt.

e) Wie groß ist die kritische Machzahl Ma∗

∞
? Verwenden Sie folgende Beziehung und

nehmen Sie für den Adiabatenexponent einen Wert von κ = 1.4 an:

cpmin ik
= −

(1 − Ma∗2

∞
)

3
2

Ma∗2
∞

(
1 + κ−1

2
Ma∗2

∞

)

Diese Gleichung kann numerisch, mittels linearer Interpolation oder graphisch
gelöst werden. Wie groß ist der Auftriebsbeiwert bei Anströmung mit Ma∗

∞
?
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a) Für die Skelettlinie im starren Profilteil I (0 ≤ x/t ≤ 0.75) gilt

zI

t
= 0.08

[
x

t
−

(x

t

)2
]

(1)

Für die Skelettlinie im Bereich der Wölbklappe II (0.75 ≤ x/t ≤ 1) folgt unter der
Annahme kleiner Klappenwinkel δ

zII

t
=

zI

t

(x

t
= 0.75

)
− δ

(
x

t
−

3

4

)

= 0.08
[
0.75 − (0.75)2

]
− δ

(
x

t
−

3

4

)

= 0.015 − δ

(
x

t
−

3

4

)
(2)

b) Die Skelettlinie wird durch die ersten beiden Birnbaum’schen Normalverteilungen
angenähert. Da Anströmrichtung und x–Achse zusammenfallen, gilt zunächst

α∗ = 0 (3)

Der Koeffizient A0 berechnet sich unter Berücksichtigung von Gl. (3) zu

A0 = α∗ −
1

π

π∫

0

dz

dx
dϕ = −

1

π

π∫

0

dz

dx
dϕ (4)

Für den Koeffizienten A1 gilt

A1 = −
2

π

π∫

0

dz

dx
cos ϕdϕ (5)

Die Transformation der Profiltiefenkoordinate lautet

x

t
=

1 + cos ϕ

2

ϕ = arccos
(

2
x

t
− 1

) (6)

Die Integrale müssen jeweils in zwei Teilintegrale aufgespalten werden, wobei ϕ1 ≤

ϕ ≤ ϕ2 dem Bereich der Wölbklappe II und ϕ2 < ϕ ≤ ϕ3 dem starren Profilteil I
entspricht:

Index 1 2 3
x/t [−] 1 0.75 0
ϕ [rad] 0.000 1.047 3.142
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Die Steigung der Skelettlinie ergibt sich jeweils durch Ableiten der Gl. (1) bzw. (2)
unter Berücksichtigung von (6) zu

dzI

dx
= 0.08

(
1 − 2

x

t

)
= −0.08 cos ϕ (7)

und
dzII

dx
= −δ (8)

Gl. (7) und (8) in (4) liefert unter Berücksichtigung der Integrationsgrenzen

A0 = −
1

π




ϕ2∫

ϕ1

dzII

dx
dϕ +

ϕ3∫

ϕ2

dzI

dx
dϕ





= −
1

π



−δ

ϕ2∫

ϕ1

dϕ − 0.08

ϕ3∫

ϕ2

cos ϕdϕ





=
1

π

[

δϕ

∣∣∣∣
ϕ2

ϕ1

+ 0.08 sin ϕ

∣∣∣∣
ϕ3

ϕ2

]

=
1

25π
[25δ(ϕ2 − ϕ1) + 2(sin ϕ3 − sin ϕ2)]

=
1

25π
[25δϕ2 − 2 sin ϕ2]

= 0.333δ − 0.022

(9)

Gl. (7) und (8) in (5) liefert unter Berücksichtigung der Integrationsgrenzen

A1 = −
2

π




ϕ2∫

ϕ1

dzII

dx
cos ϕdϕ +

ϕ3∫

ϕ2

dzI

dx
cos ϕdϕ





= −
2

π



−δ

ϕ2∫

ϕ1

cos ϕdϕ − 0.08

ϕ3∫

ϕ2

cos2 ϕdϕ





=
2

π

[

δ sin ϕ

∣∣∣∣
ϕ2

ϕ1

+
4

50

(
1

2
ϕ +

1

4
sin 2ϕ

) ∣∣∣∣
ϕ3

ϕ2

]

=
2

50π
[50δ(sin ϕ2 − sin ϕ1) + (2ϕ3 + sin 2ϕ3 − 2ϕ2 − sin 2ϕ2)]

=
1

25π
[50δ sin ϕ2 + 2ϕ3 − 2ϕ2 − sin 2ϕ2]

= 0.551δ + 0.042

(10)
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c) Die Forderung A0 = 0 eingesetzt in Gl. (9) führt auf

δ = 0.066 rad =̂ 3.8◦ (11)

Mit Gl. (10) folgt dann für den Koeffizienten A1

A1 = 0.078 (12)

Da A0 = 0 ist, berechnet sich der Auftriebsbeiwert ca allein aus dem Koeffizienten
der zweiten Normalverteilung. Es resultiert

ca = ca1
= πA1 = 0.25 (13)

d) Es wird nun die Zirkulationsverteilung γ bestimmt. Wiederum liefert lediglich die
zweite Normalverteilung einen Beitrag. Unter Berücksichtigung von Gl. (12) gilt
hierbei

γ = γ1 = 4U∞A1

√
x

t

(
1 −

x

t

)
= 0.312U∞

√
x

t

(
1 −

x

t

)
(14)

Für den minimalen Druckbeiwert cpmin
auf der Profilkontur gilt nach der lineari-

sierten Theorie
cp = −2

u

U∞

(15)

Die Störgeschwindigkeit auf der Profilober– bzw. Unterseite berechnet sich zu

u = ±
γ

2
(16)

Gl. (14), (16) in (15) liefert somit für den Druckbeiwert auf der Profilober– bzw.
Unterseite

cp = ∓
γ

U∞

= ∓0.312

√
x

t

(
1 −

x

t

)
(17)

Die Zirkulationsverteilung der 2. Normalverteilung hat einen elliptischen Verlauf
mit dem Maximum bei x/t = 0.5. Dies läßt sich durch Extremwertbildung von
Gl. (14) nachweisen. Der minimale Druckbeiwert cpmin

liegt somit auf der Profil-
oberseite bei x/t = 0.5:

cpmin
= cp

(xOS

t
= 0.5

)
= −0.156 (18)

e) Laut Aufgabenstellung gilt folgende Beziehung zwischen dem minimalen Druck-
beiwert cpmin ik

in inkompressibler Strömung und der kritischen Machzahl Ma∗

∞
:

cpmin ik
= −

(1 − Ma∗2

∞
)

3
2

Ma∗2
∞

(
1 + κ−1

2
Ma∗2

∞

) (19)
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Der minimale Druckbeiwert in inkompressibler Strömung wurde in Gl. (18) zu
cpmin ik

= −0.156 ermittelt. Die numerische Lösung / lineare Interpolation / grafi-
sche Auswertung von Gl. (19) führt auf

Ma∗

∞
= 0.86 (20)

Es soll nun der Auftriebsbeiwert bei Umströmung mit Ma∗

∞
ermittelt werden. Bei

Anwendung der 1. Prandtl–Glauert–Regel ist die Profilgeometrie bei kompressi-
bler Umströmung identisch mit der Kontur des inkompressiblen Vergleichsfalles.
Es können also die Berechnungsergebnisse der Teilaufgaben a) bis d) genutzt wer-
den. Insbesondere entspricht der in c) ermittelte Auftriebsbeiwert demjenigen des
inkompressiblen Vergleichfalles. Nach Gl. (13) gilt somit

caik
= 0.25 (21)

Die Transformationsregel der 1. Prandtl–Glauert–Regel lautet

cp(x, z, α, f, d) =
1

β
cpik

(x, z, α, f, d) (22)

Eine analoge Transformation gilt auch für den Auftriebsbeiwert. Somit ergibt sich
mit Gl. (20) und (21)

ca =
1

β
caik

=
1

√
1 − Ma∗2

∞

caik
= 0.49 (23)
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Das skizzierte angestellte Parabelskelett werde zunächst bei inkompressibler und rei-
bungsfreier Umströmung betrachtet.

α

f

0                                                 1      

z/t

x/t

U
∞

a) Berechnen Sie unter Anwendung der Skelett–Theorie den Auftriebsbeiwert ca und
den Momentenbeiwert cm sowie die Lage des Druckpunktes xA/t als Funktion des
Anstellwinkels α und der relativen Wölbung f/t!

b) Im Windkanalversuch wird festgestellt, daß bei einem Anstellwinkel von αI =
0.1 rad der Druckpunkt bei xAI

/t = 0.3 liegt. Wie groß ist die relative Wölbung
f/t des Skeletts? Berechnen Sie für diese Wölbung die Position des Druckpunktes
xA/t in Abhängigkeit des Auftriebsbeiwertes ca! Bestimmen Sie die Zahlenwerte
für ca = 0.2, 0.4, . . . , 1.0 und skizzieren Sie den Verlauf!

Es sollen nun die Profileigenschaften bei einer reinen Überschallumströmung untersucht
werden. Hierbei kann die linearisierte Theorie herangezogen werden.

c) Berechnen Sie für Ma∞ > 1 den Auftriebs– und den Momentenbeiwert in Abhängig-
keit des Anstellwinkels α und der Anström–Machzahl Ma∞! Verwenden Sie dabei
die unter b) ermittelte Wölbung der Skelettlinie. Bei welchem Anstellwinkel αII (in
[◦]) entspricht die Lage des Druckpunktes derjenigen des Falles I aus Teilaufgabe
b) (also xAII

/t = xAI
/t = 0.3)?

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil b) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit einer Wölbung
von f/t = 0.01 weiter. Dieser Wert stellt lediglich eine Näherung dar!
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d) Berechnen Sie für den Anstellwinkel αII und eine Anström–Machzahl von Ma∞ =
2 den Beiwert des Wellenwiderstandes cwW

!

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil c) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit einem An-
stellwinkel von αII = −2◦ weiter. Dieser Wert stellt lediglich eine Näherung dar!



Prüfung Herbst 1998 3 / 6

a) Das angestellte Parabelskelett kann bei inkompressibler Umströmung mit Hilfe der
ersten beiden Birnbaum’schen Normalverteilungen berechnet werden. Da x–Achse
und Sehne zusammenfallen, gilt:

α0 = α2 = 0 A0 = α∗ + α0 = α (1)

Auftriebs– und Momentenbeiwert berechnen sich somit zu:

ca = ca0
+ ca1

= π(2A0 + A1) = π

(
2α + 4

f

t

)
= 2π

(
α + 2

f

t

)
(2)

bzw.

cm = cm0
+ cm1

= −
π

2
(A0 + A1) = −

π

2

(
α + 4

f

t

)
(3)

Für die Druckpunktlage ergibt sich mit Gl. (2) und (3):

xA

t
= −

cm

ca
=

π
2

(
α + 4f

t

)

2π
(
α + 2f

t

) =
α + 4f

t

4
(
α + 2f

t

) (4)

Bezugspunkt für den Momentenbeiwert nach Gl. (3) bzw. die Druckpunktlage nach
Gl. (4) ist die Profilnase.

b) Es wird nun die Wölbung anhand einer bekannten Druckpunktlage berechnet.
Unter Berücksichtigung von Gl. (4) resultiert

xAI

t
=

αI + 4f
t

4
(
αI + 2f

t

)

4
xAI

t
αI + 8

xAI

t

f

t
= αI + 4

f

t
f

t

(
4− 8

xAI

t

)
= αI

(
4
xAI

t
− 1

)

f

t
=

αI
(
4

xAI

t − 1
)

4
(
1− 2

xAI

t

)

= 0.0125

(5)

Die Druckpunktlage in Abhängigkeit des Auftriebsbeiwertes erhält man aus Gl. (4),
indem man den Anstellwinkel mittels Gl. (2) eliminiert:

xA

t
= −

cm

ca
=

π
2

(
α + 4f

t

)

ca
=

π
2

( ca

2π − 2f
t + 4f

t

)

ca
=

1

4
+ π

f

t

1

ca
(6)

ca [−] 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
xA

t [−] 0.446 0.348 0.316 0.299 0.289
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

c
a

[-]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x A
/t

[-
]

x
A
/t=0.25+π*0.0125/c

a

x
A
/t=0.25

c) Bei Anwendung der linearisierten Theorie ergibt sich für den Auftriebsbeiwert des
angestellten Skeletts unter Berücksichtigung von Gl. (1)

ca =
4√

Ma2
∞
− 1

α (7)

Der Momentenbeiwert mit der Profilnase als Bezugspunkt berechnet sich mit
Gl. (1) zu

cm =
−4√

Ma2
∞
− 1



α

2
−

1∫

0

d
( za

t

)

d
(x

t

)
(x

t

)
d

(x

t

)


 (8)

Die Geometrie des Parabelskeletts bezüglich des gezeichneten Koordinatensystems
ergibt sich zu

za

t
=

z1

t
= A1

x

t

(
1−

x

t

)
= 4

f

t

[
x

t
−

(x

t

)2
]
= 0.05

[
x

t
−

(x

t

)2
]

(9)

Für die Kontursteigung folgt hieraus

d
( za

t

)

d
(x

t

) = 0.05
(
1− 2

x

t

)
(10)
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Gl. (10) in (8) liefert somit

cm =
−4√

Ma2
∞
− 1





α

2
− 0.05

1∫

0

[
x

t
− 2

(x

t

)2
]
d

(x

t

)





=
−4√

Ma2
∞
− 1





α

2
− 0.05

[
1

2

(x

t

)2
−

2

3

(x

t

)3
] ∣∣∣∣∣

1

0






=
−4√

Ma2
∞
− 1

[
α

2
− 0.05

(
1

2
−

2

3

)]

=
−4√

Ma2
∞
− 1

(
α

2
+

1

120

)

(11)

Gesucht ist derjenige Anstellwinkel αII , für den der Druckpunkt bei
xAII

t =
xAI

t =
0.3 liegt. Die Lage des Druckpunktes ergibt sich wiederum zu

xAII

t
= −

cmII

caII

(12)

Mit Gl. (7) und (11) folgt

xAII

t
=

4√
Ma2

∞
−1

(αII

2 + 1
120

)

4√
Ma2

∞
−1

· αII

!
= 0.3

αII

2
+

1

120
=

3

10
αII

1

5
αII = − 1

120

αII = − 1

24
= −0.042 =̂ − 2.4◦

(13)

d) Nach der linearisierten Theorie berechnet sich der Beiwert des Wellenwiderstandes
cwW

des angestellten Skeletts mit Gl. (1) zu

cwW
=

4√
Ma2

∞
− 1




α2 +

1∫

0

[
d

( za

t

)

d
(x

t

)
]2

d
(x

t

)



 (14)
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Mit Gl. (10) folgt

cwW
=

4√
Ma2

∞
− 1




α2 + 0.0025

1∫

0

[
1− 2

x

t

]2
d

(x

t

)





=
4√

Ma2
∞
− 1




α2 + 0.0025

1∫

0

[
1− 4

x

t
+ 4

(x

t

)2
]
d

(x

t

)





=
4√

Ma2
∞
− 1




α2 + 0.0025

[
x

t
− 2

(x

t

)2
+

4

3

(x

t

)3
] ∣∣∣∣∣

1

0






=
4√

Ma2
∞
− 1

[
α2 + 0.0025

(
1− 2 +

4

3

)]

=
4√

Ma2
∞
− 1

(
α2 +

1

1200

)

= 0.00593

(15)
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Für den Tragflügel des Solarsegelflugzeuges icaré wurde das Profil AH 95-160 ausgewählt
(siehe Abb. 1). Eine Auswertung der Profilgeometrie liefert für die Skelettlinie folgende
Koordinaten:

zI

t

(xI

t
= 0.2

)
= 0.042;

zII

t

(xII

t
= 0.6

)
= 0.050

Das Profil soll unter Vernachlässigung des Dickeneffektes für inkompressible Umströmung
untersucht werden. Dazu kann die Skelettlinie durch die ersten beiden Birnbaum’schen
Normalverteilungen angenähert werden. Der Anströmvektor �U∞ sei parallel zur x–Achse.

a) Bestimmen Sie die zugehörigen Koeffizienten A0 und A1!

b) Ermitteln Sie den Auftriebsbeiwert ca, den Momentenbeiwert cm (Momentenbe-
zugspunkt: Profilnase) sowie die Lage des Druckpunktes xA/t!

c) Berechnen Sie den Nullauftriebswinkel αA=0 in [◦] (relativ zum gezeichneten Ko-
ordinatensystem)!

Für den Rechteck–Trapezflügel des icaré (siehe Abb. 2) soll der Zustand des geringsten
Sinkens untersucht werden. Es kann ein planarer Flügel und eine ungepfeilte t/4–Linie
angenommen werden. Folgende Daten sind gegeben:

mittlerer Auftriebsbeiwert des Flügels cA = 1.1; Abflugmasse m = 310 kg; Flügelfläche
F = 25m2; Spannweite b = 23m; ρ∞ = 1.225 kg/m3; g = 9.81 m/s2.

d) Berechnen Sie die zugehörige Fluggeschwindigkeit U∞ (Der Auftriebsanteil von
Höhenleitwerk und Rumpf kann vernachlässigt werden).

e) Für den betrachteten Flugzustand soll der induzierte Widerstand minimiert wer-
den. Welchen qualitativen Verlauf muß dazu die spannweitige Zirkulationsvertei-
lung Γ(y) aufweisen? Berechnen Sie nach der Prandtl’schen Traglinientheorie den
Zahlenwert für den Koeffizienten A1! Wie groß sind die übrigen Koeffizienten (ohne
Rechnung)? Berechnen Sie den induzierten Widerstand Wi!
Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil d) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit dem Nähe-
rungswert U∞ = 14 m/s weiter.
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f) Die gewünschte Zirkulationsverteilung läßt sich durch eine Schränkung des Flügels
realisieren. Berechnen Sie die geometrischen Anstellwinkel (relativ zur Nullauf-
triebsrichtung gerechnet) an der Wurzel αg(y1 = 0m), am Übergang zum Außen-
bogen αg(y2 = 9.38m) sowie an der Flügelspitze αg(y3 = 11.5m) (jeweils in [◦])!
Der Auftriebsgradient des Profils sei dca

dα

∣∣
Profil

= dca
dα

∣∣
∞

= 2π.

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil e) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit dem Nähe-
rungswert A1 = 10 m2/s weiter.
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z
I
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Abbildung 1: Tragflügelprofil AH 95-160
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Abbildung 2: Grundriß des icaré Tragflügels
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a) Die Anströmung erfolgt laut Aufgabenstellung in Richtung der x–Achse, somit gilt
α∗ = 0. Die Konturgleichung der ersten Normalverteilung lautet in diesem Fall:

z0

t
= A0(1−

x

t
) (1)

Für die zweite Normalverteilung gilt:
z1

t
= A1

x

t
(1 − x

t
) (2)

Die beiden Skelette werden superponiert:
z

t
=

z0

t
+

z1

t
= A0(1−

x

t
) + A1

x

t
(1− x

t
) = (1− x

t
)(A0 + A1

x

t
) (3)

In den diskreten Punkten I und II müssen die Koordinaten der exakten Skelett-
linie (zI bzw. zII) mit den Koordinaten des durch die beiden Normalverteilungen
approximierten Skeletts übereinstimmen.
Punktprobe für Punkt I:

zI

t
(
xI

t
= 0.2) = 0.042 = (1− 0.2)(A0 + 0.2A1)

42 = 800A0 + 160A1

21 = 400A0 + 80A1

(4)

Punktprobe für Punkt II:
zII

t
(
xII

t
= 0.6) = 0.050 = (1− 0.6)(A0 + 0.6A1)

50 = 400A0 + 240A1

(5)

Somit liegen zwei Gleichungen für die beiden Unbekannten A0 und A1 vor. Gleich-
setzen von Gl. (4) und (5) liefert

21− 80A1 = 50− 240A1

160A1 = 29

A1 =
29
160

= 0.18125 (= 4f/t)

(6)

Durch Einsetzen von Gl. (6) in (4) erhält man schließlich

21 = 400A0 + 80
29
160

800A0 = 42− 29

A0 =
13
800

= 0.01625 (= α0)

(7)
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Es resultiert also ein endlich großer Wert für den Winkel α0. Dies bedeutet, daß
die approximierte Skelettlinie im Gegensatz zum Originalskelett eine leichte An-
stellung der Sehne gegenüber der x–Achse aufweist.

b) Auftriebs– und Momentenbeiwert erhält man wiederum durch Superposition der
Beiträge aus den Normalverteilungen. Bezugspunkt fürs Moment ist die Profilnase.

ca = ca0
+ ca1

= π(2A0 + A1) = 0.672 (8)

cm = cm0
+ cm1

= −π

2
(A0 + A1) = −0.310 (9)

Die Druckpunktlage relativ zum Momentenbezugspunkt ergibt sich mit Gl. (8) und
(9) zu

xA

t
= −cm

ca

= 0.461 (10)

c) Gesucht ist der Nullauftriebswinkel des Originalskeletts αA=0ori
. Zunächst wird der

Nullauftriebswinkel des approximierten Skeletts αA=0app
ermittelt. Mit A2 = 0

ergibt sich

αA=0app
= −A1

2
− A2

3
= −A1

2
= −0.091 =̂ − 5.2◦ (11)

Dies ist definitionsgemäß der Winkel zwischen Anströmrichtung und Sehne des
approximierten Skeletts für verschwindenden Auftrieb. Das approximierte Skelett
ist jedoch um den Winkel α0 gegenüber der x–Achse und somit der Sehne des Ori-
ginalskeletts angestellt. Da im Rahmen der Skelett–Theorie originales und appro-
ximiertes Skelett bei identischer Anströmrichtung auch denselben Auftrieb liefern,
ergibt sich für den Nullauftriebswinkel des originalen Skeletts

αA=0ori
= αA=0app

− α0 = −0.091− 0.016 = −0.107 =̂ − 6.1◦ (12)

d) Die Fluggeschwindigkeit läßt sich anhand des stationären Kräftegleichgewichts in
z–Richtung bestimmen. Vereinfachend wird angenommen, daß lediglich der Trag-
flügel auftriebserzeugend ist.

A = G

cA

ρ∞

2
U2
∞

F = mg

U∞ =
√

2mg

cAρ∞F

= 13.44 m/s

(13)
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e) Für minimalen induzierten Widerstand muß eine elliptische Zirkulationsverteilung
Γ(y) in Spannweitenrichtung vorliegen.
Nach der Prandtl’schen Traglinientheorie wird der Auftrieb des Flügels allein durch
den ersten Koeffizienten A1 beschrieben. Dies ist unabhängig davon, ob eine ellip-
tische Zirkulationsverteilung vorliegt oder nicht:

A =
π

4
bρ∞U∞A1 = mg

A1 =
4mg

πbρ∞U∞

= 10.23 m2/s

(14)

Bei elliptischer Zirkulationsverteilung sind alle Glieder n > 1 Null. Für den indu-
zierten Widerstand bei elliptischer Verteilung gilt

Wi =
π

8
ρ∞A2

1

= 50.34N
(15)

f) Nach der Prandtl’schen Traglinientheorie läßt sich jede gewünschte Zirkulations-
verteilung Γ(y) bei Vorgabe einer Tiefenverteilung t(y) sowie des Auftriebsgradi-
enten (dca/dα)2d der Profilschnitte durch eine Verwindung des Flügels realisieren.
Die gesuchten Anstellwinkel lassen sich mit der Prandtl’schen Integralgleichung
bestimmen. Vorteilhaft ist die Formulierung in ϑ–Koordinaten, wobei im folgenden
die dimensionslose Formulierung verwendet wird:

2 sinϑαg(ϑ) =
M∑

n=1

an sinnϑ[2 sinϑf(ϑ) + n] (16)

Bei elliptischer Verteilung ist lediglich n = 1 zu berücksichtigen. Gl. (16) verein-
facht sich zu:

αg(ϑ) =
a1

2
[2 sinϑf(ϑ) + 1] (17)

Für die Transformation zwischen y– und ϑ– Koordinaten gilt

ϑ = arccos(
y

b/2
) (18)

Die Größen a1 und f(ϑ) sind wie folgt definiert:

a1 =
A1

bU∞

= 0.033 (19)

f(ϑ) =
2b

(dca/dα)2dt(ϑ)
(20)

Somit ergeben sich für die gegebenen spannweitigen Stützstellen yi folgende Zah-
lenwerte:
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Stützstelle i yi [m] ti [m] ϑi [rad] f(ϑi) [−] αgi [rad] αgi [◦]
1 0 1.15 1.571 6.366 0.227 13.0
2 9.38 1.15 0.617 6.366 0.138 7.9
3 11.5 0.46 0.000 15.915 0.017 0.9
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Für den Modell–Nachbau des Segelflugzeugs
”
Foka 4“ soll der Einstellwinkel der Pro-

filsehne an der Flügelwurzel zur Rumpfbezugsachse ermittelt werden. Als Profil kommt
das NACA 2412 zum Einsatz, dessen Skelettlinie abschnittsweise durch

z

t
=





− 1

40

[
5
(x

t

)2 − 4
(x

t

)]
0 ≤ x

t ≤ 0.4

− 1
90

[
5
(x

t

)2
− 4

(x
t

)
− 1

]
0.4 < x

t ≤ 1

gegeben ist. In den Aufgabenteilen a). . . c) werden die zur Lösung erforderlichen Profil-
parameter mittels der Skelett–Theorie bestimmt.

a) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten A0 und A1.

Hinweis: Ein bei der Berechnung auftretendes Integral ist tabelliert (z.B. Bron-
stein) bzw. mittels partieller Integration lösbar.

b) Welche Wölbung besitzt das Originalprofil, welche das approximierte Skelett? Wo-
durch kommt der (geringe) Unterschied zustande?

c) Ermitteln Sie den Nullauftriebswinkel αA=0 in [◦].

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil a) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit den Nähe-
rungswerten A0 = α∗ − 0.004 und A1 = 0.08 weiter.

Zur Lösung der Aufgabenteile d). . . f) wird nunmehr die Prandtl’sche Traglinientheorie
herangezogen. Auslegungspunkt sei der stationäre Geradeausflug mit cA = 0.8. Beim
Tragflügel handelt es sich um ein ebenes Trapez mit näherungsweise gerader t/4–Linie.
Das Abfluggewicht beträgt G = 75N, die Spannweite b = 4m, die Profiltiefe an der
Wurzel ti = 0.30m, die Profiltiefe am Randbogen ta = 0.12m, der Auftriebsgradient der
Profilschnitte dca/dα = 2π und die Luftdichte ρ∞ = 1.2 kg/m3.

d) Berechnen Sie den Koeffizienten A1 im Auslegungspunkt unter der Annahme, daß
allein der Tragflügel auftriebserzeugend ist.
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e) Der Tragflügel wird ohne Schränkung gebaut, d.h. der geometrische Anstellwin-
kel αg (Winkel zwischen Anström– und Nullauftriebsrichtung) ist konstant über
der Spannweite. Die tatsächliche Zirkulationsverteilung im Auslegungspunkt wird
durch Γ(ϑ) = A1 sinϑ+A3 sin 3ϑ approximiert. Ermitteln Sie die Unbekannten A3
und αg (in [◦]), indem Sie als Aufpunkte ϑ1 = π/3 und ϑ2 = π/6 verwenden. Wie
groß ist das Verhältnis der induzierten Widerstände Wi/Wiell

?

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil d) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit den Nähe-
rungswerten U∞ = 14m/s und A1 = 1.5m2/s weiter.

f) Welcher Einstellwinkel αEW in [◦] muß realisiert werden, damit die Rumpfbe-
zugsachse im Auslegungspunkt keine Anstellung aufweist?

Hinweis: Vernachlässigen Sie den induzierten Abwind auf die Rumpfumströmung.
Gehen Sie ferner davon aus, daß der geometrische Anstellwinkel über die gesamte
Spannweite dem in Aufgabenteil e) an den Aufpunkten ermittelten αg entspricht.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x/t

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

z
/t

Kontur

Skelettlinie

Sehne

Abbildung 1: Tragflügelprofil
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Abbildung 2: Tragflügelgrundriß
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a) Die Bestimmungsgleichungen für die beiden Fourierkoeffizienten A0 und A1 lauten

A0 = α∗ − 1

π

∫ π

0

dz

dx
dϕ (1)

und

A1 = − 2

π

∫ π

0

dz

dx
cosϕdϕ (2)

Hierbei ist α∗ der Winkel zwischen der x–Achse des Koordinatensystems, in dem
die Kontur / Skelettlinie definiert ist und dem Anströmvektor �U∞. Für die benötig-
te Kontursteigung gilt

d
(

z
t

)

d
(x

t

) =

{
− 1

40

[
10

(x
t

)
− 4

]
0 ≤ x

t ≤ 0.4

− 1
90

[
10

(x
t

)
− 4

]
0.4 < x

t ≤ 1
(3)

Transformation der Integrationsvariablen:

x

t
=

1 + cosϕ

2
(4)

Transformation der Integrationsgrenzen:

ϕ = arccos

(
2x

t
− 1

)
(5)

Index 1 2 3
x/t [−] 1 0.4 0
ϕ [rad] 0.000 1.772 3.142

Somit ergibt sich für die Kontursteigung in Abhängigkeit der transformierten Pro-
filtiefenkoordinate ϕ

d
( z

t

)

d
(x

t

) =

{
− 1

90 [5 (1 + cosϕ)− 4] ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2

− 1
40 [5 (1 + cosϕ)− 4] ϕ2 < ϕ ≤ ϕ3

(6)

Bis auf einen konstanten Vorfaktor sind die Kontursteigungen vor unter hinter dem
Punkt größter Wölbung formelmäßig identisch. Die Integrationen der Gl. (1) bzw.
(2) werden daher zunächst ohne diese Vorfaktoren durchgeführt:

∫
[5 (1 + cosϕ)− 4] dϕ =

∫
(1 + 5 cosϕ) dϕ = ϕ + 5 sinϕ (7)

∫
[5 (1 + cosϕ)− 4] cosϕdϕ =

∫ (
cosϕ + 5 cos2 ϕ

)
dϕ = sinϕ +

5

2
ϕ +

5

4
sin 2ϕ

(8)
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In Gl. (8) ist berücksichtigt, daß
∫
cos2 ϕdϕ = 1

2ϕ+
1
4 sin 2ϕ (Tabelle bzw. partielle

Integration:
∫

u v′ = u v −
∫

u′ v).

Gl. (6), (7) in (1) liefert

A0 = α∗ −
1

π

∫ π

0

dz

dx
dϕ

= α∗ −
1

π

[∫ ϕ2

ϕ1

dz

dx
dϕ +

∫ ϕ3

ϕ2

dz

dx
dϕ

]

= α∗ −
1

π

[
−

1

90
(ϕ + 5 sinϕ)

∣∣∣
ϕ2

ϕ1

−
1

40
(ϕ + 5 sinϕ)

∣∣∣
ϕ3

ϕ2

]

= α∗ +
1

360π
[4 (ϕ2 + 5 sinϕ2) + 9 (ϕ3 − ϕ2 − 5 sinϕ2)]

= α∗ +
1

360π
(−5ϕ2 − 25 sinϕ2 + 9ϕ3)

= α∗ − 0.00449

(9)

Wegen A0 = α∗ + α0 ist α0 = −0.004 und es liegt eine leichte Anstellung des
approximierten Skeletts gegenüber dem originalen Skelett vor! Gl. (6), (8) in (2)
liefert

A1 = −
2

π

∫ π

0

dz

dx
cosϕdϕ

= −
2

π

[∫ ϕ2

ϕ1

dz

dx
cosϕdϕ +

∫ ϕ3

ϕ2

dz

dx
cosϕdϕ

]

= −
2

π

[
−

1

90

(
sinϕ +

5

2
ϕ +

5

4
sin 2ϕ

)∣∣∣∣
ϕ2

ϕ1

−
1

40

(
sinϕ +

5

2
ϕ +

5

4
sin 2ϕ

)∣∣∣∣
ϕ3

ϕ2

]

=
2

π

[
1

360
(4 sinϕ + 10ϕ + 5 sin 2ϕ)

∣∣∣
ϕ2

ϕ1

+
1

160
(4 sinϕ + 10ϕ + 5 sin 2ϕ)

∣∣∣
ϕ3

ϕ2

]

=
2

1440π
[4 (4 sinϕ2 + 10ϕ2 + 5 sin 2ϕ2) + 9 (10ϕ3 − 4 sinϕ2 − 10ϕ2 − 5 sin 2ϕ2)]

=
1

720π
(−50ϕ2 − 20 sinϕ2 − 25 sin 2ϕ2 + 90ϕ3)

=
1

144π
(−10ϕ2 − 4 sinϕ2 − 5 sin 2ϕ2 + 18ϕ3)

= 0.08151

(10)

b) Die erste Ziffer von
”
NACA 2412“ kennzeichnet die Wölbung, die zweite ein Zehn-

tel der Wölbungsrücklage, jeweils in Prozent der Profiltiefe. Das Originalprofil hat
also eine Wölbung von f/t = 0.02, die Wölbungsrücklage liegt bei xf/t = 0.4.
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Die Skelettlinie setzt sich aus zwei Parablen zusammen, die am Ort maximaler
Wölbung mit horizontaler Tangente ineinander übergehen. Die gesuchten Größen
lassen sich auch ohne Kenntnis der NACA–Nomenklatur aus der analytisch vor-
liegenden Skelettlinie ableiten.

Das approximierte Skelett ist ein (angestelltes) Parabelskelett der Wölbung f/t =
A1/4 = 0.0204, die Wölbungsrücklage liegt hier bei xf/t = 0.5. Die Skelettlinie
besteht nur aus einer Parabel.

Die Original–Skelettlinie wird durch Berücksichtigung von lediglich zwei Fourier–
Koeffizienten also nicht exakt getroffen, was in der geringfügig unterschiedlichen
Wölbung zum Ausdruck kommt.

c) Gesucht ist der Nullauftriebswinkel des Originalskeletts αA=0ori
. Zunächst wird der

Nullauftriebswinkel des approximierten Skeletts αA=0app
ermittelt. Mit A2 = 0

ergibt sich

αA=0app
= −A1

2
− A2

3
= −A1

2
= −0.041 =̂ − 2.3◦ (11)

Dies ist definitionsgemäß der Winkel zwischen Anströmrichtung und Sehne des
approximierten Skeletts für verschwindenden Auftrieb. Das approximierte Skelett
ist jedoch um den Winkel α0 = −0.004 gegenüber der x–Achse und somit der Sehne
des Originalskeletts angestellt. Da im Rahmen der Skelett–Theorie originales und
approximiertes Skelett bei identischer Anströmrichtung auch denselben Auftrieb
liefern, ergibt sich für den Nullauftriebswinkel des originalen Skeletts

αA=0ori
= αA=0app

− α0 = −0.041 + 0.004 = −0.037 =̂ − 2.1◦ (12)

d) Zur Ermittlung des Koeffizienten A1 wird zunächst die Kräftebilanz in z–Richtung
im Auslegungspunkt bestimmt:

A = G

cA
ρ∞

2
U2
∞

F = G
(13)

Mit der Flügelfläche

F = 2 · ti + ta

2
· b

2
= (ti + ta)

b

2
= 0.84m2 (14)

ergibt sich für die Fluggeschwindigkeit

U∞ =

√

2
G

F

1

ρ∞

1

cA
= 13.6m/s (15)

Für den Koeffizienten A1 im Auslegungspunkt gilt

G =
π

4
bρ∞U∞A1

A1 =
4G

π b ρ∞ U∞

= 1.463m2/s

(16)
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e) Der vorliegende ungeschränkte Tragflügel wird durch einen Fourierreihenansatz für
die Zirkulationsverteilung in der Form Γ(ϑ) = A1 sinϑ+A3 sin 3ϑ approximiert (die
exakte Schränkungsverteilung müßte durch unendlich viele Fourierkoeffizienten an-
genähert werden). Ausgangsgleichung für die Berechnung der Unbekannten A3 und
αg ist

2 sinϑαg(ϑ) =
M∑

n=1

An

bU∞

sinnϑ

[
4b sinϑ

(dca/dα)2dt(ϑ)
+ n

]
(17)

Im vorliegenden Fall müssen die Glieder n = 1 und n = 3 berücksichtigt werden:

2 sinϑαg(ϑ) =
A1

bU∞

sinϑ

[
4b sinϑ

(dca/dα)2dt(ϑ)
+ 1

]
+

A3

bU∞

sin 3ϑ

[
4b sinϑ

(dca/dα)2dt(ϑ)
+ 3

]

(18)
Mit sin 3ϑ = sinϑ

(
3− 4 sin2 ϑ

)
ergibt sich

2αg(ϑ) =
A1

bU∞

[
4b sinϑ

(dca/dα)2dt(ϑ)
+ 1

]
+

A3

bU∞

(3− 4 sin2 ϑ)

[
4b sinϑ

(dca/dα)2dt(ϑ)
+ 3

]

(19)
Für den Verlauf der Profiltiefe über der Spannweitenkoordinate y gilt im Falle der
rechten Flügelhälfte (y > 0)

t(y) = ti −
ti − ta

b/2
· y (20)

Die Transformation der Spannweitenkoordinate lautet

y =
b

2
cosϑ (21)

Somit ergibt sich für die Profiltiefe in Abhängigkeit der transformierten Spannwei-
tenkoordinate ϑ

t(ϑ) = ti − cosϑ (ti − ta) (22)

Gl. (19) muß an den beiden Aufpunkten ϑ1 und ϑ2 ausgewertet werden. Zur Be-
stimmung der beiden Unbekannten A3 und αg liegen somit 2 Gleichungen vor.

Aufpunkt ϑ [rad] sinϑ [−] t(ϑ) [m] A1 [m
2/s] b [m] dca/dα [−] U∞ [m/s]

1 π/3 0.866 0.210 1.463 4 6.283 13.6
2 π/6 0.500 0.144 1.463 4 6.283 13.6

Einsetzen der Daten für Aufpunkt 1 in Gl. (19) liefert

2 · αg = 0.309 +
A3

54.4
· 0 · 13.501

αg = 0.155 =̂ 8.9◦
(23)
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Aufpunkt 2 sowie Gl. (23) in (19) ergibt

2 · αg = 0.265 +
A3

54.4
· 2 · 11.842

A3 = 0.104m
2/s

(24)

Für das Verhältnis der induzierten Widerstände bei nicht–elliptischer und ellipti-
scher Zirkulationsverteilung gilt im vorliegenden Fall

Wi/Wiell
= 1 +

1

A2
1

M∑

n=2

nA2
n = 1 +

1

A2
1
3A2

3 = 1 + 3

(
A3

A1

)2

= 1.015 (25)

f) Die Rumpfbezugsachse soll im Auslegungspunkt keine Anstellung aufweisen und
liegt somit parallel zur Anströmung. Unter Berücksichtigung der vereinfachenden
Annahmen ist der Winkel zwischen Rumpfbezugsachse und Nullauftriebsrichtung
des Profils somit identisch dem geometrischen Anstellwinkel αg. Der gesuchte Ein-
stellwinkel als Winkel zwischen Rumpfbezugsachse und Profilsehne reduziert sich
um den Betrag des Nullauftriebswinkels und es gilt

αEW = αg − |αA=0| = 8.9◦ − 2.1◦ = 6.8◦ (26)

αg

αca=0

Rumpfbezugsachse = Anströmrichtung

Profilsehne

Nullauftriebsrichtung

αEW
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Gegeben ist ein dünnes Tragflügelprofil, dessen aerodynamische Eigenschaften unter Ver-
nachlässigung des Dickeneinflusses untersucht werden sollen. Die abschnittsweise defi-
nierte Skelettlinie setzt sich aus zwei Parabeln der Scheitelhöhen a, b > 0 zusammen
(siehe Abb. 1). Dieses Skelett soll durch die ersten drei Birnbaum’schen Normalvertei-
lungen angenähert werden. Die Skelette der ersten und dritten Normalverteilung sind
bereits in Abb. 2 eingezeichnet. Die Umströmung sei zunächst rein inkompressibel.

a) Stellen Sie die Gleichungen der Skelettlinie zI/t und zII/t im Bereich 0 ≤ x/t ≤ 0.8
bzw. 0.8 ≤ x/t ≤ 1 gemäß Abb. 1 auf. Ermitteln Sie den Faktor b so, daß der
Übergang der Parabeln bei x/t = 0.8 keinen Knick aufweist.

Anm.: Machen Sie jeweils den Ansatz z/t = c · (xN1/t − x/t) · (xN2/t − x/t) mit
den Nullstellen xN . Bestimmen Sie die Konstanten c anhand einer Punktprobe.

b) Berechnen Sie den Koeffizienten A1(a). Bestimmen Sie anhand Abb. 2 die Koeffi-
zienten A0(α∗, a) und A2(a).

Anm.:
∫

cos2 xdx = 1
2x + 1

4
sin 2x

c) Ermitteln Sie die Kontur der 2. Normalverteilung an den diskreten Stützstellen
x/t = 0, 0.2, . . . 1. Zeichnen Sie diese Normalverteilung sowie das durch die ersten
drei Normalverteilungen angenäherte Skelett. Wie müßte der S–Schlag im Verhält-
nis zur Wölbung qualitativ verändert werden, damit ein druckpunktfestes Profil
entsteht (kurze Begründung)?

Anm.: Falls Sie Aufgabenteil b) nicht gelöst haben, setzen Sie A1 = 1.8 a.

Im folgenden wird das Skelett mit a = 0.04 bei α∗ = 2◦ untersucht. Die zugehörige
Zirkulationsverteilung nach Birnbaum ist in Abb. 2 eingezeichnet.

d) Ermitteln Sie den minimalen Druckbeiwert cp min auf der Profiloberseite in linea-
risierter Näherung für die beiden Fälle Ma∞ = 0 sowie Ma∞ = 0.70. Legen Sie
hierbei die gezeichnete Zirkulationsverteilung zugrunde.
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e) Ermitteln Sie grafisch oder numerisch die kritische Machzahl Ma∗

∞
nach Gl. (1)

mit κ = 1.4. Vergleichen Sie für allgemeine Werte Ma∗

∞
≤ 1 diesen Ansatz mit der

Formulierung gemäß Gl. (2). Welcher Ansatz liefert größere kritische Machzahlen?

Anm.: Falls Sie Aufgabenteil d) nicht gelöst haben, setzen Sie cp min ik = −0.3.

cp min ik =
−2(1 − Ma∗2

∞
)3/2

(κ + 1)Ma∗2
∞

(1) cp min ik =
−(1 − Ma∗2

∞
)3/2

(1 + κ−1
2

Ma∗2
∞

)Ma∗2
∞

(2)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/t [-]

z/
t

[-
]

α
* 0

a

b

Bereich I II

Abbildung 1: Originales Skelett

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/t [-]

z/
t

[-
]

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

γ
/(

2
U

∞
)

[-
]

z
0

/ t

z
2

/ t

γ / (2U
∞
)

α
* 0

+a

-a

Abbildung 2: Approximiertes Skelett / Zirkulationsverteilung
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a) Für die Gleichung der Parabel im Bereich I gilt unter Berücksichtigung der Null-
stellen xN1I

/t = 0 und xN2I
/t = 0.8

zI

t
= cI

(xN1I

t
−

x

t

)(xN2I

t
−

x

t

)

= −cI
x

t

(

4

5
−

x

t

) (3)

Der Faktor cI wird anhand einer Punktprobe für (x/t = 0.4, zI/t = a) bestimmt

a = −cI
2

5

(

4

5
−

2

5

)

=
−4cI

25

cI =
−25a

4

(4)

Gl. (4) in (3) liefert schließlich

zI

t
=

25a

4

x

t

(

4

5
−

x

t

)

= 5a
x

t
−

25a

4

(x

t

)2
(5)

Für die Gleichung der Parabel im Bereich II gilt unter Berücksichtigung der Null-
stellen xN1II

/t = 0.8 und xN2II
/t = 1

zII

t
= cII

(xN1II

t
−

x

t

)(xN2II

t
−

x

t

)

= cII

(

4

5
−

x

t

)

(

1 −
x

t

)

= cII

(

4

5
−

9

5

x

t
+

(x

t

)2
)

(6)

Der Faktor cII wird anhand einer Punktprobe für (x/t = 0.9, zII/t = −b) bestimmt

−b = cII

(

4

5
−

9

5

9

10
+

81

100

)

= cII

(

80

100
−

162

100
+

81

100

)

=
−cII

100

cII = 100b

(7)

Gl. (7) in (6) liefert schließlich

zII

t
= 100b

(

4

5
−

9

5

x

t
+

(x

t

)2
)

= 80b − 180b
x

t
+ 100b

(x

t

)2
(8)
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Die Forderung, daß der Übergang der beiden Parabeln keinen Knick aufweisen
soll, wird durch Gleichsetzen der Steigungen an der Stelle x/t = 0.8 erfüllt. Hieraus
resultiert eine Beziehung zwischen den beiden Faktoren a und b. Für die Steigungen
in den Bereichen I und II gilt

d
( zI

t

)

d
(x

t

) = 5a −
25a

2

x

t
(9)

bzw.
d

( zII

t

)

d
(x

t

) = −180b + 200b
x

t
(10)

Gleichsetzen von Gl. (9) und (10) an der Stelle x/t = 0.8 liefert für den Faktor b

5a −
25a

2

4

5
= −180b + 200b

4

5
5a − 10a = −180b + 160b

−5a = −20b

b =
a

4

(11)

b) Bei den zu ermittelnden Koeffizienten A0, A1 und A2 verschwindet die Abhängig-
keit von b aufgrund der Differenzierbarkeitsbedingung am Parabelübergang. Beim
Koeffizienten A0 muß laut Definition außerdem die zusätzliche, variable Anstellung
α∗ berücksichtigt werden. Somit resultieren A0(α∗, a), A1(a) und A2(a).

Für den zu berechnenden Koeffizienten A1 gilt allgemein

A1 = −
2

π

∫ π

0

dz

dx
cos ϕdϕ (12)

Die Steigung der Skelettlinie dz/dx wurde bereits in Aufgabenteil a) mit der un-
abhängigen Variablen x/t abschnittsweise bestimmt. Die Transformation der Inte-
grationsvariablen lautet

x

t
=

1 + cos ϕ

2
(13)

Für die Transformation der Integrationsgrenzen gilt

ϕ = arccos

(

2x

t
− 1

)

(14)

Index 1 2 3
x/t [−] 1 0.8 0
ϕ [rad] 0.000 0.927 3.142
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Gl. (13) in (9) bzw. (10) liefert unter Berücksichtigung von (11)

d
(

zI

t

)

d
(x

t

) = 5a −
25a

2

1 + cos ϕ

2

= 5a −
25a(1 + cos ϕ)

4

= 5a −
25a

4
−

25a cos ϕ

4

=
−5a

4
−

25a cos ϕ

4

(15)

d
( zII

t

)

d
(x

t

) = −180
a

4
+ 200

a

4

1 + cos ϕ

2

=
−180a

4
+

200a(1 + cos ϕ)

8
= −45a + 25a + 25a cos ϕ

= −20a + 25a cos ϕ

(16)

Gl. (15), (16) in (12) unter Berücksichtigung der Integrationsgrenzen liefert

A1 = −
2

π

{

∫ ϕ2

ϕ1

d
( zII

t

)

d
(x

t

) cos ϕdϕ +

∫ ϕ3

ϕ2

d
( zI

t

)

d
(x

t

) cos ϕdϕ

}

= −
2

π

{
∫ ϕ2

ϕ1

(−20a + 25a cos ϕ) cos ϕdϕ +

∫ ϕ3

ϕ2

(

−5a

4
−

25a cos ϕ

4

)

cos ϕdϕ

}

=
2

π

{
∫ ϕ2

ϕ1

(

20a cos ϕ − 25a cos2 ϕ
)

dϕ +

∫ ϕ3

ϕ2

(

5a cos ϕ

4
+

25a cos2 ϕ

4

)

dϕ

}

=
2

π

{

[

20a sin ϕ − 25a

(

1

2
ϕ +

1

4
sin 2ϕ

)]∣

∣

∣

∣

ϕ2

ϕ1

+

[

5a sin ϕ

4
+

25a

4

(

1

2
ϕ +

1

4
sin 2ϕ

)]∣

∣

∣

∣

ϕ3

ϕ2

}

=
2

π

{

[

20a sin ϕ −
25aϕ

2
−

25a sin 2ϕ

4

]∣

∣

∣

∣

ϕ2

ϕ1

+

[

5a sin ϕ

4
+

25aϕ

8
+

25a sin 2ϕ

16

]∣

∣

∣

∣

ϕ3

ϕ2

}

=
2

π

5a

16

{

(64 sin ϕ − 40ϕ − 20 sin 2ϕ)|ϕ2
ϕ1

+ (4 sin ϕ + 10ϕ + 5 sin 2ϕ)|ϕ3
ϕ2

}

=
5a

8π
{64 sin ϕ2 − 40ϕ2 − 20 sin 2ϕ2 + 10ϕ3 − 4 sin ϕ2 − 10ϕ2 − 5 sin 2ϕ2}

=
5a

8π
{60 sin ϕ2 − 50ϕ2 − 25 sin 2ϕ2 + 10ϕ3}

=
25a

8π
{12 sin ϕ2 − 10ϕ2 − 5 sin 2ϕ2 + 2ϕ3}

= 1.80 a

(17)

Die Koeffizienten A0(α∗, a) und A2(a) können direkt den gezeichneten Normalver-
teilungen entnommen werden (siehe Abb. 3). Vorzeichenkonvention beachten! Es
ergeben sich die Werte A0 = α∗ − 1.17a und A2 = −3.39a.
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0.0
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0
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2
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2
/3-1.17a+α

*
=A

0

Abbildung 3: zu Aufgabenteil b), c)

c) Für die Konturgleichung der 2. Normalverteilung gilt unter Berücksichtigung von
Gl. (17)

z1

t
= A1

x

t

(

1 −
x

t

)

= 1.80 a
x

t

(

1 −
x

t

)

(18)

x/t [−] 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
z1/t [−] 0.000 0.288 a 0.432 a 0.432 a 0.288 a 0.000

Die Kontur der 2. Normalverteilung wird am besten aufs Arbeitsblatt übertragen,
um anschließend die Kontur des resultierenden Skeletts durch Superposition der
Einzelbeiträge zu ermitteln (siehe Abb. 3).

Die Forderung nach Druckpunktfestigkeit ist durch cmA=0 = 0 erfüllt. Für den
Nullmomentenbeiwert gilt

cmA=0 = −
π

4
(A1 + A2) (19)

Druckpunktfestigkeit ist somit für A1 + A2 = 0 gegeben, während im vorliegen-
den Fall A1 + A2 < 0 gilt. Da der Koeffizient A1 proportional zur Wölbung und
A2 proportional zum S–Schlag ist, weist das gegebene Skelett hinsichtlich Druck-
punktfestigkeit zuviel S–Schlag im Verhältnis zur Wölbung auf.
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d) Für den Druckbeiwert in linearisierter Näherung gilt

cp = −
2u

U∞

(20)

Für die Störgeschwindigkeit der Zirkulationsverteilung auf der Oberseite (+) bzw.
Unterseite (−) gilt hierbei

u = ±
γ

2
(21)

Gl. (21) in (20) liefert somit für den Druckbeiwert auf der Oberseite (−) bzw.
Unterseite (+)

cp = ∓
2

U∞

γ

2
= ∓

γ

U∞

(22)

Laut Aufgabenstellung soll der minimale Druckbeiwert auf der Oberseite ermittelt
werden, d.h. die Saugspitze auf der Unterseite im Bereich der Profilnase interes-
siert nicht. Somit wird die maximale Zirkulation γmax aus Abb. 2 herausgelesen.
Dies entspricht den Verhältnissen bei Ma∞ = 0 und wird durch den Index ik
gekennzeichnet

γmax ik

2U∞

= 0.165 →
γmax ik

U∞

= 0.33 → cp min ik = −0.33 (23)

Der Einfluß der Kompressibilität auf den minimalen Druckbeiwert bei Ma∞ = 0.7
wird durch die 1. Prandtl’sche Regel erfaßt. Hierbei bleibt die Profilgeometrie
erhalten, während die Strömung transformiert wird:

cp =
1

β
cp ik (24)

Somit resultiert

cp min Ma∞
=

1√
1 − Ma2

∞

cp min ik = −0.46 (25)

e) Die kritische Machzahl Ma∗

∞
läßt sich gemäß Gl. (1) mittels des minimalen Druck-

beiwertes bei inkompressibler Strömung ermitteln, der in Aufgabenteil d) be-
rechnet wurde. Es ist sowohl numerische als auch grafische Lösung möglich. Mit
cp min ik = −0.33 resultiert Ma∗

∞
= 0.78 (siehe Abb. 4).

Gl. (1) basiert auf einer Entwicklung der exakten gasdynamischen Beziehung um
Ma∗

∞
= 1 und anschließender Anwendung der 1. Prandtl’sche Regel. Demge-

genüber ist in Gl. (2) eine alternative Ähnlichkeitsregel zur Erfassung der Kompres-
sibilität implementiert. Gefragt ist, welcher Ansatz bei gegebenem cp min ik größere
kritische Machzahlen liefert, also

”
optimistischer“ ist. Hierzu werden die Funktions-

werte der beiden Gleichungen ins Verhältnis zueinander gesetzt, wobei festzuhalten
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ist, daß diese bei beiden Formulierungen stets negativ sind! Die Funktionswerte der
Gl. (1) und (2) werden mit y1 bzw. y2 bezeichnet.

y1

y2
=

−2(1−Ma∗2
∞

)3/2

(κ+1)Ma∗2
∞

−(1−Ma∗2
∞

)3/2

(1+ κ−1
2 Ma∗2

∞
)Ma∗2

∞

=
2(1 + κ−1

2
Ma∗2

∞
)

κ + 1
=

2 + (κ − 1)Ma∗2
∞

κ + 1

≤
2 + (κ − 1)

κ + 1
= 1

(26)

Somit gilt unter Beachtung von y1, y2 ≤ 0

y1

y2
≤ 1 → y1 ≥ y2 (27)

Der qualitative Verlauf des Graphen von Gl. (1) ist bekannt und in Abb. 4 wi-
dergegeben. Gl. (2) hat im gesamten Bereich Ma∗

∞
≤ 1 kleinere Funktionswerte

und liegt daher oberhalb von Gl. (1). Bei gegebenem cp min ik liefert somit Gl. (2)
größere, optimistischere Werte für die kritische Machzahl.

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Ma
∞

*
[-]

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

c p
m

in
ik

[-
]

Gl. (1)

Gl. (2)

-0.33

0.78

Abbildung 4: zu Aufgabenteil e)
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Gegeben ist ein Nurflügel in Form eines ungeschränkten Tragflügels mit gerader t/4–Linie
und elliptischer Tiefenverteilung in Spannweitenrichtung. Auslegungspunkt ist der stati-
onäre Gleitflug mit einem Auftriebsbeiwert cA = 0.6. Das Fluggewicht beträgt G = 50 N,
die Spannweite b = 4 m, die Flügeltiefe an der Wurzel ti = 0.25 m, der Auftriebsgradient
der Profilschnitte (dca/dα)2d = 2π und die Luftdichte ρ∞ = 1.2 kg/m3.

a) Berechnen Sie die Fluggeschwindigkeit U∞ im Auslegungspunkt.

b) Wie groß ist der effektive Anstellwinkel αe, der induzierte Abwindwinkel αi, der
geometrische Anstellwinkel αg sowie der Beiwert des induzierten Widerstandes cWi

im Auslegungspunkt nach der einfachen Traglinientheorie (jeweils in [◦])?

Im folgenden wird die Skelett–Theorie zur Untersuchung des Tragflügelprofils herangezo-
gen. Dieses ist druckpunktfest und durch Superposition der ersten drei Birnbaum’schen
Normalverteilungen gegeben. Die Auftriebspolare in inkompressibler Strömung ist in
Abb. 1 dargestellt.

c) Welche Beziehung besteht für den Nullmomentenbeiwert cmA=0 und somit für die
Koeffizienten nach Birnbaum aufgrund der Forderung nach Druckpunktfestigkeit?
Berechnen Sie die Koeffizienten A0, A1, A2 im Auslegungspunkt.

d) Berechnen Sie die Druckverteilung ∆cp = cpu − cpo im Auslegungspunkt an den
Stützstellen x/t = 0, 0.1, 0.2, 0.4, . . . , 1.0 und skizzieren Sie den Graph ∆cp(x/t)
in Abb. 2. Kennzeichnen Sie ferner Sehne und Anströmrichtung des Skeletts im
Auslegungspunkt.

Anm.: Falls Sie Aufgabenteil c) nicht gelöst haben, so benutzen Sie folgende Werte:

A0 = 0.07, A1 = 0.05, A2 =

{
+0.05 falls Transformation cos ϑ = 1 − 2x/t
−0.05 falls Transformation cos ϕ = 2x/t − 1

Das in Aufgabenteil c) ermittelte Skelett soll nun im Falle einer Überschall–Anströmung
untersucht werden.

e) Berechnen Sie den Nullmomentenbeiwert für Ma∞ > 1 und entscheiden Sie, ob
das Skelett auch für diesen Anströmzustand druckpunktfest ist.
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Anm.: Bestimmen Sie zunächst den Winkel α∗, für den das Skelett keinen Auftrieb
liefert. Verwenden Sie den so ermittelten Wert α∗

A=0 zur Berechnung des Nullmo-
mentenbeiwertes in linearisierter Näherung.

-2 0 2 4 6

α=∠(U
∞
,Sehne) [°]

c a
[-

]

0

-0.5

dc
a

/ dα = 2π [rad]

Abb. 1: Auftriebspolare des Tragflügelprofils
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∆
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∆c
p

z/t

Abb. 2: zu Aufgabenteil d)
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a) Zur Berechnung der Anströmgeschwindigkeit im Auslegungspunkt wird das Kräfte-
gleichgewicht in z–Richtung angesetzt:

A = G

cA

ρ∞

2
U2

∞
F = G

U∞ =

√

2
G
F

1
ρ∞

1
cA

(1)

Für die Grundfläche einer Ellipse mit den Halbachsen a, b gilt F = πab. Der
Flächeninhalt des gegebenen Tragflügels mit elliptischem Grundriß berechnet sich
somit zu

F = π
b
2

ti

2
= 0.7854 m2 (2)

Gl. (2) in (1) liefert somit für die Fluggeschwindigkeit

U∞ = 13.3 m/s (3)

b) Beim Tragflügel endlicher Spannweite berechnet sich der lokale Auftriebsbeiwert
ca(y) als Produkt aus dem Auftriebsanstieg des Profilschnittes (dca/dα)2d und dem
effektiven Anstellwinkel αe(y):

ca(y) = (dca/dα)2d αe(y) (4)

Im Falle des unverwundenen (→ αg = const.) Ellipsenflügels liegt im gesamten
Anstellwinkelbereich eine elliptische Zirkulationsverteilung (→ αi = const.) vor.
Wegen αg = αe + αi ist somit auch der effektive Anstellwinkel αe konstant in
Spannweitenrichtung und Gl. (4) lautet

αe =
ca

(dca/dα)2d

=
cA

2π
= 0.095 =̂ 5.5◦ (5)

Zur Berechnung des induzierten Anstellwinkels sowie des induzierten Widerstandes
wird die Flügelstreckung Λ benötigt. Mit Gl. (2) ergibt sich

Λ =
b2

F
= 20.4 (6)

Für den induzierten Anstellwinkel gilt unter Verwendung von Gl. (6)

αi =
cA

πΛ
= 0.0094 =̂ 0.5◦ (7)

Somit ergibt sich für den geometrischen Anstellwinkel

αg = αe + αi = 6.0◦ (8)

Für den Beiwert des induzierten Widerstandes ergibt sich mit Gl. (6)

cWi =
c2
A

πΛ
= 5.6 · 10−3 (9)
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c) Zur Bestimmung der drei Birnbaum–Koeffizienten A0, A1, A2 werden drei Glei-
chungen benötigt. Eine erste Beziehung resultiert aus der Forderung nach Druck-
punktfestigkeit. Hierzu muß der Nullmomentenbeiwert folgende Bedingung erfüllen
(siehe Skript / Mitschrieb):

cmA=0 = 0 (10)

Im Rahmen der Skelett–Theorie führt dies auf

A1 = −A2 (11)

Eine zweite Beziehung ergibt sich durch Ansetzen des Auftriebsbeiwertes im Aus-
legungspunkt:

ca = ca0 + ca1 = π(2A0 + A1) = 0.6 =
3
5

(12)

Die dritte Bedingung schließlich resultiert durch Auswerten der Auftriebspolare
im Auslegungspunkt. Der Auftriebsanstieg ist gegeben durch (dca/dα)2d = 2π, der
Nullauftriebswinkel läßt sich ablesen zu αA=0 = −0.5◦ =̂ −8.7 · 10−3. Somit ergibt
sich für die Gleichung der Auftriebspolare

ca = (dca/dα)2d (α − αA=0) = 2π (α − αA=0) (13)

Andererseits gilt für den Anstellwinkel eines angestellten S–Schlag–Skeletts

α = α∗ + α0 + α2 (14)

Das Koordinatensystem wird nun so festgelegt, daß im Auslegungspunkt die An-
strömung in Richtung der x–Achse erfolgt. Für diesen Anströmzustand gilt α∗ = 0.
Soll ein anderer als der Auslegungszustand betrachtet werden, so geschieht dies
durch Einführung eines Winkels α∗ �= 0 (siehe Aufgabenteil e)). Gl. (14) in (13)
führt mit α∗ = 0 und ca = 0.6 auf die Beziehung

0.6 = 2π(α0 + α2 − αA=0)
3
5

= 2π
(

A0 −
A2

3
+

87
10000

)

3
10π

−
87

10000
= A0 −

A2

3

(15)

Damit sind die zur Bestimmung der Birnbaum–Koeffizienten erforderlichen Glei-
chungen aufgestellt. Gl. (12), (15) in (11) liefert

3
5π

− 2A0 = 3
(

3000 − 87π
10000π

− A0

)

3
5π

− 2A0 =
9000 − 261π

10000π
− 3A0

A0 =
9000 − 261π

10000π
−

3
5π

=
3000 − 261π

10000π
= 0.07 (α0 = A0 =̂ 4.0◦)

(16)
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Gl. (16) in (12) liefert

A1 =
3

5π
− 2A0 =

3 − 10πA0

5π
= 0.05 (f/t = A1/4 =̂ 1.25%) (17)

Gl. (17) in (11) liefert

A2 = −A1 = −0.05 (α2 = −A2/3 =̂ 1.0◦) (18)

d) Für die Differenz der Druckbeiwerte ∆cp gilt gemäß Skript

∆cp = cpu − cpo

= 2
γ

U∞

= 2
[

γ0

U∞

+
γ1

U∞

+
γ2

U∞

]

= 2

[
2A0

√
1 − x

t
x
t

+ 4A1

√
x
t

(
1 −

x
t

)
+ 8A2

(
2

x
t

− 1
) √

x
t

(
1 −

x
t

)]

= 4
√

1 −
x
t

[
A0

1√
x
t

+ 2A1

√
x
t

+ 4A2

(
2

x
t

− 1
) √

x
t

]

(19)

x/t [−] 0.0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
∆cp [−] ∞ 1.15 0.91 0.62 0.35 0.11 0

Zum Einzeichnen der Sehne wird die Formel der superponierten Skelettline an
Profilnase und Hinterkante ausgewertet bzw. die Werte von den jeweiligen Graphen
im Skript abgelesen:

z
t

(x
t

= 0
)

= A0 = 0.070

z
t

(x
t

= 1
)

=
A2

3
= −0.017

(20)
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e) Zur Ermittlung des Nullmomentenbeiwertes im Überschall wird der Fall ca = 0 be-
trachtet. Hierzu muß der Anströmvektor bei festgehaltenem Profil gedreht werden,
d. h. das Skelett wird unter α∗ �= 0 angeströmt. Die Forderung nach Nullauftrieb
führt zunächst auf die Beziehung

ca =
4α√

Ma2
∞

− 1
= 0 (21)

Unter Berücksichtigung von Gl. (14) ergibt sich somit

α = α∗ + α0 + α2 = 0 (22)

bzw.
α∗

A=0 = −(α0 + α2) (23)

Nullauftriebsrichtung und Sehnenrichtung sind somit identisch!
Der Momentenbeiwert eines beliebig angeströmten Skeletts im Überschall berech-
net sich zu

cm = −
4√

Ma2
∞

− 1

1∫

0

[
α∗ −

d
(

z
t

)

d
(

x
t

)
]

x
t

d
(x

t

)
(24)

Für die Gleichung der Skelettlinie gilt unter Berücksichtigung der ersten drei Birn-
baum’schen Normalverteilungen

z
t

= A0 − A0

x
t

+ A1

x
t

− A1

(x
t

)2

− A2

x
t

+ 4A2

(x
t

)2

−
8
3

A2

(x
t

)3

(25)
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Somit ergibt sich für die benötigte Kontursteigung

d
(

z
t

)

d
(

x
t

) = −A0 + A1 − 2A1

(x
t

)
− A2 + 8A2

(x
t

)
− 8A2

(x
t

)2

(26)

Gl. (23) und (26) in (24) liefert für den Nullmomentenbeiwert

cmA=0 =
4√

Ma2
∞

− 1

1∫

0

[
α0 + α2 +

d
(

z
t

)

d
(

x
t

)
]

x
t

d
(x

t

)

=
4√

Ma2
∞

− 1

1∫

0

[
A0 −

A2

3
− A0 + A1 − 2A1

x
t

− A2 + 8A2

x
t

− 8A2

(x
t

)2
]

x
t

d
(x

t

)

=
4√

Ma2
∞

− 1

1∫

0

[(
A1 −

4
3

A2

)
x
t

+ (−2A1 + 8A2)
(x

t

)2

− 8A2

(x
t

)3
]

d
(x

t

)

=
4√

Ma2
∞

− 1

[
3A1 − 4A2

6

(x
t

)2

+
−2A1 + 8A2

3

(x
t

)3

− 2A2

(x
t

)4
]1

0

=
4√

Ma2
∞

− 1
3A1 − 4A2 − 4A1 + 16A2 − 12A2

6

=
−2A1

3
√

Ma2
∞

− 1
(27)

Die Bedingung für ein druckpunktfestes Skelett im Überschall, das durch die er-
sten drei Birnbaum’schen Normalverteilungen beschrieben wird, lautet somit unter
Berücksichtigung von Gl. (10), daß der Koeffizient A1 verschwindet bzw. das Ske-
lett keine Wölbung aufweist. Dies ist beim gegebenen Skelett nicht der Fall!
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In einem Niedergeschwindigkeits–Windkanal wird eine zweidimensionale Profilvermes-
sung durchgeführt. Der Auftriebsbeiwert ca sowie der Momentenbeiwert cmt/4 (relativ
zum t/4–Punkt) sind in Abb. 1 aufgetragen. Im Rahmen dieser Aufgabe soll lediglich
der linear approximierte Bereich betrachtet werden.

a) Ermitteln Sie anhand von Abb. 1 den Auftriebsanstieg dca/dα sowie den Mo-
mentengradienten dcm/dα (jeweils in [1/rad]) und vergleichen Sie diese mit den
entsprechenden Werten der Skelett–Theorie.

b) Berechnen Sie die Lage (relativ zur Profilnase) des Druckpunktes xA/t sowie des
Neutralpunktes xN/t in Abhängigkeit des Anstellwinkels α. Ermitteln Sie die je-
weilige Druckpunktlage bei α = −2◦, 0◦, . . . , 8◦.

c) Skizzieren Sie in Abb. 1 den Verlauf des Momentenbeiwertes mit der Profilnase als
Bezugspunkt cmNase

. Erläutern Sie kurz, warum der Nullmomentenbeiwert cmA=0

unabhängig vom gewählten Bezugspunkt ist.

Das Profil kommt an einem Flugzeug mit einem Trapezflügel zum Einsatz, der in den
nachfolgenden Teilaufgaben mit der einfachen Traglinientheorie behandelt werden soll.
Das Abfluggewicht beträgt G = 25·103 N, die Spannweite b = 12m, die Profiltiefe an der
Flügelwurzel ti = 2m und die Profiltiefe am Randbogen ta = 1m. Der gesamte Auftrieb
werde vom Flügel erzeugt.

d) Der Flügel soll so ausgelegt werden, daß beim Auftriebsbeiwert cA = 0.8 und der
Luftdichte ρ∞ = 1.2 kg/m3 eine elliptische Zirkulationsverteilung Γ in Spannweiten-
richtung vorliegt. Berechnen Sie Γ1 sowie die zugehörige Auftriebsbeiwertverteilung
ca(ϑ). Ermitteln Sie Γ(η) sowie ca(η) für die Stützstellen ϑ = 0, π/8, π/4, 3π/8, π/2
und skizzieren Sie die Verläufe in Abb. 2. Charakterisieren Sie kurz die zu er-
wartenden Flugleistungen (hinsichtlich des induzierten Widerstandes) sowie die
Flugeigenschaften (hinsichtlich des Überziehverhaltens).

e) Abschließend soll der stationäre Flug bei Ma∞ = 0.5, p∞ = 0.473 · 105 Pa unter-
sucht werden. Berechnen Sie den Auftriebsbeiwert sowie die Anstellwinkeländerung
gegenüber dem inkompressiblen Fall aus Aufgabenteil d).
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Abb. 1: Auftriebs– und Momentenpolare
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Abb. 2: zu Aufgabenteil d)
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a) Auftriebsanstieg dca/dα und Momentengradient dcm/dα lassen sich in Form von
Geradensteigungen der Abb. 1 entnehmen. Hierfür bieten sich mehrere ausgewählte
Punkte an, welche auf Gitterlinien fallen, z. B.:

dca

dα
=

∆ca

∆α
=

1.0 − 0.0
5◦ − (−4◦)

=
1.0
0.157

= 6.37 (1)

dcm

dα
=

∆cm

∆α
=

−0.11 − (−0.06)
8◦ − (−8◦)

=
−0.05
0.279

= −0.179 (2)

Im Rahmen der Skelett–Theorie beträgt der Auftriebsanstieg dca/dα = 2π = 6.28.
Der Momentengradient beträgt dcm/dα = 0, da der t/4–Punkt Neutralpunkt ist.
Definitionsgemäß ändert sich das Moment um den Neutralpunkt bei Variation des
Anstellwinkels nicht!

b) Bei Verwendung der bekannten Formeln für den Druckpunkt xA/t = −cm/ca bzw.
Neutralpunkt xN/t = −dcm/dca wird die jeweilige Lage bezüglich des Momen-
tenbezugspunktes berechnet. Im vorliegenden Fall ist der t/4–Punkt Momenten-
bezugspunkt, die Lage soll jedoch bezüglich der Profilnase berechnet werden. Die
entsprechenden Gleichungen lauten somit

xA/t = −cm/ca + 0.25 (3)

bzw.
xN/t = −dcm/dca + 0.25 (4)

Für die Druckpunktlage als Funktion des Anstellwinkels werden zunächst die je-
weiligen Geradengleichungen ca(α) und cm(α) aus Abb. 1 ermittelt:

ca =
dca

dα
(α − (−4◦)) + 0

= 6.37(α + 0.070)
= 6.37α + 0.446

(5)

cm =
dcm

dα
(α − 8◦) − 0.11

= −0.179(α − 0.140) − 0.11
= −0.179α − 0.085

(6)

Gl. (5), (6) in (3) liefert für den Druckpunkt

xA

t
=

0.179α + 0.085
6.37α + 0.446

+ 0.25 (7)

Gl. (1), (2) in (4) liefert für den Neutralpunkt

xN

t
= −

dcm

dα
·
dα
dca

+ 0.25 =
−dcm

dα
dca

dα

+ 0.25 = 0.278 = const. (8)
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α [◦] −2 0 2 4 6 8
α [rad] −0.035 0 0.035 0.070 0.105 0.140

xA/t [−] 0.603 0.441 0.386 0.359 0.343 0.332

c) Der Zusammenhang zwischen dem Moment um die Profilnase bzw. den t/4–Punkt
lautet

cmNase
= cmt/4

−
ca

4
(9)

Sowohl cmt/4
als auch ca hängen linear von α ab, also ist auch die Superposition

von cmt/4
und ca/4 eine lineare Funktion des Anstellwinkels. Zum Zeichnen des

Graphs genügen somit zwei Punkte, z. B.

ca = 0 → cmNase
= cmt/4

= −0.073
ca = 0.2 → cmNase

= −0.08− 0.05 = −0.13
(10)

Die Behauptung, das Nullmoment sei unabhängig vom Bezugspunkt spiegelt sich
auch in obiger Gleichung wider: Die beiden Beiwerte cmNase

und cmt/4
sind für

ca = 0 identisch. Dies kann dadurch erklärt werden, daß das Nullmoment durch
ein Kräftepaar entsteht, das wiederum an keinen Bezugspunkt gebunden ist!
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d) Zur Berechnung der Zirkulation Γ1 des betrachteten stationären Zustandes wird
zunächst das Kräftegleichgewicht in z–Richtung angesetzt:

A = G

cA
ρ∞

2
U2
∞

F = G

U∞ =

√

2
G
F

1

ρ∞

1

cA

(11)
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Die Flügelfläche F eines Trapezflügels berechnet sich zu

F = 2 ·
ti + ta

2
·

b
2
=

b(ti + ta)

2
= 18m2 (12)

Gl. (12) in (11) liefert somit für die Fluggeschwindigkeit

U∞ = 53.8m/s (13)

Bei der vorliegenden elliptischen Zirkulationsverteilung in Spannweitenrichtung
gilt

A =
π
4

bρ∞U∞Γ1 (14)

Somit ergibt sich für die Zirkulation in Flügelmitte

Γ1 =
4G

πbρ∞U∞

= 41.1m2/s (15)

Zur Berechnung des Auftriebsbeiwertes in Spannweitenrichtung wird der allgemei-
ne Zusammenhang

Γ(y) =
U∞

2
ca(y)t(y) (16)

bzw. die analoge Formulierung in ϑ–Koordinaten

Γ(ϑ) =
U∞

2
ca(ϑ)t(ϑ) (17)

benötigt. Die elliptische Zirkulationsverteilung ist in der Form

Γ(ϑ) = Γ1 sinϑ (18)

bekannt. Die Tiefenverteilung des Trapezflügels wird zunächst in Form eines linea-
ren Ansatzes in y–Koordinaten aufgestellt:

t(y) = ti +
ta − ti

b/2
y (19)

Mit der Transformationsbeziehung

cosϑ =
y

b/2
(20)

ergibt sich
t(ϑ) = ti + (ta − ti) cosϑ (21)
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Gl. (18), (21) in (17) liefert schließlich für die gesuchte Auftriebsbeiwertverteilung

ca(ϑ) =
2Γ(ϑ)

U∞t(ϑ)
=

2Γ1 sinϑ
U∞[ti + (ta − ti) cosϑ]

(22)

ϑ [rad] 0 π/8 π/4 3π/8 π/2
η = cosϑ [−] 1 0.93 0.71 0.38 0

Γ [m2/s] 0 15.7 29.1 38.0 41.1
ca [−] 0 0.54 0.84 0.87 0.76
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Zur Beurteilung der Flugleistungen wird der induzierte Widerstand betrachtet.
Hierbei weist die vorliegende elliptische Zirkulationsverteilung bei gegebenem Auf-
triebsbeiwert und gegebener Streckung ein Minimum auf.

Hinsichtlich der Flugeigenschaften wird die Verteilung des Auftreibsbeiwertes über
der Spannweite betrachtet: Die ca–Überhöhung bei η ≈ 0.5 ist fürs Überziehver-
halten nicht ganz optimal, jedoch besser als ca–Maxima im Flügelspitzenbereich.

e) Zur Ermittlung des Auftriebsbeiwertes im vorliegenden kompressiblen Fall wird
wiederum das Kräftegleichgewicht in z–Richtung angesetzt. Unter Berücksichti-
gung von

Ma∞ =
U∞

a∞

a∞ =
√

κRT∞ p∞ = ρ∞RT∞ (23)



Prüfung Frühjahr 2001 7 / 7

ergibt sich

A = G

cA
ρ∞

2
U2
∞

F = G

cA
ρ∞

2
Ma2

∞
a2
∞

F = G

cA
ρ∞

2
Ma2

∞
κRT∞F = G

cA
p∞

2
Ma2

∞
κF = G

cA =
2G

p∞Ma2
∞

κF
= 0.168

(24)

Die Kompressibilität wird beim vorliegenden Tragflügel mit Hilfe der Göthert–
Regel erfaßt. Der Einfluß der Kompressibilität äußert sich im Auftriebsanstieg
dcA/dα. Der Auftriebsanstieg nach der einfachen Traglinientheorie ist sowohl für
den inkompressiblen Fall als auch für den kompressiblen Fall im Skript hergelei-
tet und dargestellt. Die Göthert–Regel braucht also nicht explizt angewandt zu
werden! Wegen des linearen Zusammenhangs ca − α läßt sich analog zum

”
mitt-

leren Auftriebsbeiwert“ cA ein
”
mittlerer Anstellwinkel“ α definieren, der ohne

Einschränkung gegen Nullauftrieb gerechnet werden kann.

Für den inkompressiblen Fall von Aufgabenteil d) ergibt sich unter Berücksichti-
gung des (inkompressiblen) Auftriebsanstiegs nach der einfachen Traglinientheorie

cAd) =
2πΛ
Λ + 2

αd)

αd) =
cAd)

2πΛ
Λ+2

= 0.159 =̂ 9.1◦
(25)

mit der Streckung

Λ =
b2

F
= 8 (26)

Analog ergibt sich für den kompressiblen Fall unter Berücksichtigung des (kom-
pressiblen) Auftriebsanstiegs nach der einfachen Traglinientheorie

cAe) =
2πΛ

βΛ + 2
αe)

αe) =
cAe)

2πΛ
βΛ+2

= 0.030 =̂ 1.7◦
(27)

mit dem Prandtl–Glauert–Faktor

β =
√

1 − Ma2
∞
= 0.866 (28)

Die Anstellwinkeländerung beträgt somit

∆α = αd) − αe) = 7.4◦ (29)
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Aufgabe zur ”Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

Es soll ein verwölbtes Doppelkeilprofil (siehe Abb.) mit gerader Unterseite analysiert werden.
Die Skelettlinie kann als Mittellinie zwischen Ober- und Unterseitenkontur angenähert werden.

α∗

d/2

d

xd t x

z

Ma
oo

Zunächst werde eine reine Überschallumströmung mit Ma∞ > 1 betrachtet.

a) Berechnen Sie die Lage des Druckpunktes xA
t

∣

∣

Ma∞>1 als Funktion der relativen Profildicke

δ = d
t
, des Anstellwinkels α = α∗ sowie der Dickenrücklage x̄d = xd

t
!

Zeigen Sie, daß die Lage des Druckpunktes unabhängig von x̄d ist!

Nun soll die inkompressible Umströmung der Skelettlinie für x̄d = xd
t
= 0.5 betrachtet werden.

b) Berechnen Sie für x̄d = 0.5 die Lage des Druckpunktes xA
t

∣

∣

Ma∞=0
als Funktion von

α = α∗ sowie δ! Berechnen Sie dazu den Birnbaum-Koeffizienten A1 und verwenden Sie
A0 = α∗, A2 = 0.
Ändert sich die Lage des Druckpunktes bei kompressibler Unterschallumströmung? Be-
gründen Sie Ihre Antwort!

c) Beschleunigt ein Flugzeug von Unterschall- auf Überschallgeschwindigkeit, ist die Druck-
punktwanderung beim Durchgang durch Ma∞ = 1 von Bedeutung. Um die Druck-
punktwanderung zu untersuchen, wird das Verhältnis der Druckpunkte im Unter- und
Überschallbereich gebildet. Nach einiger Rechnung erhält man:

xA
t

∣

∣

Ma∞<1

xA
t

∣

∣

Ma∞>1

=
α + 4δ

π

2α + δ + 4δ
π
+ 2δ2

πα

Formulieren Sie diese Gleichung als Funktion von δ
α
. Zeigen Sie durch anschließendes

Auflösen der Gleichung nach δ
α
, warum es bei diesem Profil keine Kombination aus An-

stellwinkel und Profildicke gibt, für die der Schalldurchgang ohne Druckpunktwanderung
möglich ist.
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a) Im Rahmen der linearisierten Theorie hängt die Lastverteilung bei einem mit Überschall
umströmten Profil lediglich von der lokalen Steigung der Skelettlinie sowie von der An-
stellung der Sehne gegenüber der Anströmrichtung ab. Aus diesem Grund lassen sich
Auftriebs- und Momentenbeiwert aus einer Betrachtung der angestellten Skelettlinie be-
rechnen. Die Dickenverteilung ist lediglich bei der Ermittlung des Wellenwiderstandes
zu berücksichtigen. Die Profildicke spielt bei der vorliegenden Aufgabe nur insofern ei-
ne Rolle, als die Ergebnisse in Abhängigkeit des Dickenparameters δ angegeben werden
sollen, der aufgrund der planaren Profilunterseite die Wölbung bestimmt.

Die allgemein gültige Formel zur Berechnung der Lage des Druckpunktes lautet:

xA

t
= −

cm

ca

(2)

Gemäß Skript Gl. (6.29) bzw. (6.31) gilt für ein Profil bei reiner Überschallumströmung
nach der linearisierten Theorie folgende Formel für die Lage des Druckpunktes, die nicht
die allgemeine Berechnung des Momentenbeiwertes erfordert, sondern nur den Momen-
tenbeiwert des Profils bei verschwindendem Auftrieb A = 0 benötigt:

xA

t

∣

∣

∣

Ma∞>1

=
1

2
−

cmA=0

ca

(3)

Für den Profilauftriebsbeiwert im Überschall gilt nach Gl. (6.26b):

ca =
4

√

Ma2
∞

− 1
α (4)

Für den Profilmomentenbeiwert im Überschall gilt nach Gl. (6.29):

cm = −
4

√

Ma2
∞

− 1

∫ 1

0

(

α∗ −
dz̄a

(

x
t

)

dx
t

)

(x

t

)

d
(x

t

)

(5)

Mit der abgekürzten Schreibweise

dz̄a

(

x
t

)

dx
t

=
dz̄a

dx̄
(6)

und, da sich die Profilsehne auf der x-Achse befindet:

α∗ = α (7)

sowie unter Berücksichtigung der Tatsache, daß im Überschall der Auftrieb nur vom
Anstellwinkel abhängt, d. h. A = 0 für α = 0 ist, erhält man folgende vereinfachte
Gleichung für den Momentenbeiwert:

cmA=0 =
4

√

Ma2
∞

− 1

∫ 1

0

dz̄a

dx̄
x̄ dx̄ (8)
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Zur Lösung dieses Integrals ist die Bestimmung der Steigung der Skelettlinie des Profils
erforderlich:

dz̄a

dx̄
=

d/2

xd

=
d/t

2xd/t
=

δ

2x̄d

für 0 ≤ x̄ ≤ x̄d (9)

dz̄a

dx̄
=

−d/2

t − xd

=
−d

2 (1− xd/t) t
=

−δ

2 (1− x̄d)
für x̄d ≤ x̄ ≤ 1 (10)

Damit folgt für cmA=0 bei Aufteilung des Integrals in einen Teil kleiner als xd und einen
Teil größer als xd:

cmA=0 =
4

√

Ma2
∞
− 1

[
∫ x̄d

0

δ

2x̄d

x̄dx̄ +

∫ 1

x̄d

−δ

2 (1− x̄d)
x̄dx̄

]

=
4

√

Ma2
∞
− 1

[

δ

2x̄d

x̄2

2

∣

∣

∣

∣

x̄d

0

−
δ

2 (1− x̄d)

x̄2

2

∣

∣

∣

∣

1

x̄d

]

=
4

√

Ma2
∞
− 1

[

δ

4x̄d

x̄2
d −

(

δ

4 (1− x̄d)
−

δx̄2
d

4 (1− x̄d)

)]

=
4

√

Ma2
∞
− 1

[

δx̄d

4
−

δ (1− x̄2
d)

4 (1− x̄d)

]

=
1

√

Ma2
∞
− 1

[

δx̄d − δ (1− x̄2
d)

1− x̄d

]

=
δ

√

Ma2
∞
− 1

[

x̄d − x̄2
d − 1 + x̄2

d

1− x̄d

]

=
−δ

√

Ma2
∞
− 1

[

1− x̄d

1− x̄d

]

=
−δ

√

Ma2
∞
− 1

(11)

Setzt man nun die Gleichungen für Auftriebs- und Momentenbeiwert in die Bestim-
mungsgleichung für den Druckpunkt ein, ergibt sich dessen Lage wie folgt:

xA

t

∣

∣

∣

Ma∞>1

=
1

2
−

cmA=0

ca

=
1

2
−

−δ√
Ma2

∞
−1

4√
Ma2

∞
−1

α

=
1

2
+

δ

4α

(12)

Diese Gleichung enthält den Parameter xd nicht. Die Lage des Druckpunktes xA
t
ist somit

unabhängig von xd für Ma∞ > 1.
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b) Zur Bestimmung der Druckpunktlage xA
t

= − cm
ca

werden Auftriebs- und Momentenbei-
wert benötigt. Zur Bestimmung dieser Beiwerte sind lediglich die ersten drei Birnbaum-
Koeffizienten erforderlich. Diese berechnen sich wie folgt:

A0 = α∗ − 1

π

∫ π

0

dz

dx
dϕ (13)

A1 = − 2

π

∫ π

0

dz

dx
cosϕ dϕ (14)

A2 = − 2

π

∫ π

0

dz

dx
cos 2ϕ dϕ (15)

Die in den Gleichungen vorkommenden Integrale lassen sich aus folgenden zwei Teilin-
tegralen berechnen:

∫ π

0

[. . .]dϕ =

∫ ϕxd

0

[. . .]dϕ +

∫ π

ϕxd

[. . .]dϕ (16)

Der Winkel ϕxd berechnet sich für xd
t
= 0.5 zu

ϕxd = arccos
(

2
xd

t
− 1

)

= arccos(0) =
π

2
(17)

Der (gegebene) Koeffizient A0 berechnet sich wie folgt

A0 = α∗ − 1

π

∫ π

0

dz

dx
dϕ

= α∗ − 1

π

[

∫ ϕxd

0

− δ

2 (1− x̄d)
dϕ +

∫ π

ϕxd

δ

2x̄d

dϕ

]

= α∗ − 1

π

[

−δ dϕ|π/2

0
+ −δ dϕ|ππ/2

]

= α∗ −
1

π

[

−δ
π

2
+ δ

(

π −
π

2

)]

= α∗

(18)

Der einzige nicht in der Aufgabenstellung gegebene Birnbaum-Koeffzient A1 berechnet
sich wie folgt:

A1 = −
2

π

∫ π

0

dz

dx
cosϕ dϕ

= −
2

π

[

∫ ϕxd

0

−δ cosϕ dϕ +

∫ π

ϕxd

δ cosϕ dϕ

]

= −
2

π

[

−δ sinϕ|π/2

0
+δ sinϕ|ππ/2

]

= −
2

π
[−δ − δ]

=
4δ

π

(19)
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Für den Birnbaum-Koeffzienten A2 erhält man:

A2 = −
2

π

∫ π

0

dz

dx
cos 2ϕ dϕ

= −
2

π

[

∫ ϕxd

0
−δ cos 2ϕ dϕ +

∫ π

ϕxd

δ cos 2ϕ dϕ

]

= −
2

π

[

−
δ

2
sin 2ϕ

∣

∣

∣

∣

π/2

0
+

δ

2
sin 2ϕ

∣

∣

∣

∣

π

π/2

]

= −
2

π

[

−
δ

2
(0 + 0) +

δ

2
(0 + 0)

]

= 0

(20)

Zur Berechnung des Druckpunktes müssen wiederum die Gleichungen für Auftriebs- und
Momentenbeiwert, diesmal jedoch für Unterschallanströmung, aufgestellt werden. Mit

cm = −
π

4
(2A0 + 2A1 + A2) (21)

und
ca = π (2A0 + A1) (22)

ergibt sich für das gesuchte Verhältnis:
xA

t

∣

∣

∣

Ma∞=0

= −
cm

ca

=
π
4
(2A0 + 2A1 + A2)

π (2A0 + A1)

=
A0 + A1

2 (2A0 + A1)

=
α∗ + 4δ

π

2
(

2α∗ + 4δ
π

)

=
α∗ + 4δ

π

4
(

α∗ + 2δ
π

)

(23)

Die Druckpunktlage ändert sich bei kompressibler Unterschallumströmung nicht, da sich
die Kompressibilität nur in Form einer vertikalen Verzerrung der cp-Verteilung auswirkt,
wodurch der Kraftangriffspunkt nicht verschoben wird. Ein mathematischer Beweis ist
durch Anwendung der 1. Prandtl-Glauert-Regel oder der Göthert-Regel möglich.

c) Zur Bildung des gesuchten Verhältnisses sind die in den Aufgabenteilen a) und b) berech-
neten Druckpunktlagen für das Profil bei Unter- bzw. Überschallanströmung notwendig.
Damit läßt sich folgende Gleichung aufstellen:

xA
t

∣

∣

Ma∞<1

xA
t

∣

∣

Ma∞>1

=

α+ 4δ
π

4(α+ 2δ
π )

1

2
+ δ

4α

=
α + 4δ

π

4
(

α + 2δ
π

) (

1

2
+ δ

4α

)
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=
α + 4δ

π

4
(

α
2
+ δ

4
+ δ

π
+ δ2

2πα

)

=
α + 4δ

π

2α + δ + 4δ
π
+ 2δ2

πα

Um den Term δ
α
als unabhängige Variable freizustellen, werden nun Zähler und Nenner

durch α dividiert. Man erhält:

xA
t

∣

∣

Ma∞<1

xA
t

∣

∣

Ma∞>1

=
1 + 4

π
δ
α

2 + δ
α
+ 4

π
δ
α
+ 2

π

(

δ
α

)2

=
1 + 4

π
δ
α

2 + δ
α

(

1 + 4

π

)

+
(

δ
α

)2 2

π

Nach Multiplikation von Zähler und Nenner mit π
2
resultiert:

xA
t

∣

∣

Ma∞<1

xA
t

∣

∣

Ma∞>1

=
π
2
+ 2

(

δ
α

)

π + δ
α

(

π
2
+ 2

)

+
(

δ
α

)2
(24)

Für einen Schalldurchgang des Profils ohne Druckpunktwanderung müßte dieses Verhält-
nis gleich Eins sein, bzw. Zähler und Nenner den gleichen Wert aufweisen. Setzt man also
Zähler und Nenner gleich, so kann eine quadratische Gleichung für δ

α
bestimmt werden:

π

2
+ 2

(

δ

α

)

!
= π +

δ

α

(π

2
+ 2

)

+

(

δ

α

)2

(

δ

α

)2

+
(π

2
+ 2 − 2

) δ

α
+

π

2
= 0

(

δ

α

)2

+
π

2

δ

α
+

π

2
= 0 (25)

Damit erhält man schließlich:

δ

α

∣

∣

∣

∣

1,2

= −
π

4
±

√

(π

4

)2

−
π

2

= −
π

4
±

√

π

2

(π

8
− 1

)

(26)

Da π
8

< 1 gibt es keine reelle Lösung für diese quadratische Gleichung. Damit ist ge-
zeigt, daß mit diesem Profil ein Schalldurchgang ohne Druckpunktwanderung für keine
Kombination aus Anstellwinkel und Profildicke möglich ist.
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

Es soll ein Nurflügelflugzeug mit rechteckiger Flügelgrundrißfläche in inkompressibler Strömung
untersucht werden. Der Flügel hat keine aerodynamische Schränkung, d. h. das Profil weist
eine konstante Nullauftriebsrichtung auf und bleibt über der Flügelspannweite unverändert.
Zu dem Flugzeug sind folgende Daten gegeben:

b = 9m

t = 1.75m = konst.

m = 750 kg

cADesign
= 0.2

ρLuft = 1.225 kg/m3

dca

dα

∣

∣

∣

∣

2D

= 2π

a) Berechnen Sie die Fluggeschwindigkeit des Nurflügels mit obigen Daten für den gege-
benen Flugzeug-Auftriebsbeiwert cADesign

= 0.2 im stationären Horizontalflug. Welche
Streckung hat der Flügel?

b) Beim Flug mit cA = cADesign
soll eine elliptische Zirkulationsverteilung vorliegen. Be-

rechnen Sie die dazu notwendige Verteilung des geometrischen Anstellwinkels über der
Flügelspannweite analytisch und anschließend Zahlenwerte für die Stützstellen η = y

b/2
=

{0; 0.3; 0.6; 0.9; 1.0} in Grad.

In den folgenden Aufgabenteilen soll das Wurzelprofil mit Hilfe der Skelett-Theorie

näher untersucht werden.

c) Für ein statisch indifferentes Verhalten muß das Profil druckpunktfest sein. Wie groß
ist der lokale Auftriebsbeiwert ca des Wurzelprofils im Auslegungspunkt? Berechnen
Sie für cA = cADesign

die drei Birnbaum-Koeffizienten A0, A1, A2 die sich ergeben, wenn
Anströmrichtung, Profilsehne und x-Achse des Koordinatensystems zusammenfallen.

Wie groß sind Nullauftriebswinkel und Nullmomentenbeiwert des Profils? Geben Sie den
Nullmomentenbeiwert mit der Profilnase und dem t/4-Punkt als Bezugspunkt an!

Hinweis: Sollten Sie Aufgabenteil b) nicht gelöst haben, so verwenden Sie αg(η = 0) = 3.0◦.

d) Wo liegt der Druckpunkt des Profils? Bei welchem Anstellwinkel α liegt das Druckmini-
mum des Profils auf der Oberseite im Druckpunkt? Stellen Sie die Bedingung für cpminOS

in ϕ-Koordinaten auf!

Hinweis 1: Sollten Sie Aufgabenteil c) nicht gelöst haben, so verwenden Sie A0 =
−0.08;A1 = 0.24 und A2 = −0.24.

Hinweis 2: d
dϕ
(tanϕ) = tan2 ϕ+ 1 = 1

cos2 ϕ
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a) Flügelfläche:
F = b · t = 15.75m2 (1)

Im Horizontalflug muß der durch den Flügel erzeugte Auftrieb gleich der Gewichtskraft
des Flugzeuges sein:

A = G = m · g

cA
ρ∞

2
U2
∞

F = m · g

Umformung nach U∞ ergibt:

U∞ =

√

2
mg

Fρ∞cA

= 61.75m/s (2)

Streckung:

Λ =
b2

F
=

b
t
= 5.14 (3)

b) Nach der Prandtlschen Traglinientheorie wird der Auftrieb eines Flügels mit ellip-
tischer Zirkulationsverteilung allein durch die Zirkulationsstärke Γ1 in der Flügelmitte
bestimmt:

A =
π
4

bρ∞U∞Γ1 (4)

⇒ Γ1 =
4mg

πbρ∞U∞

(5)

Γ1 ist der Wert der Zirkulation in der Flügelmitte bei elliptischer Zirkulationsverteilung.
Diese erhält man wie folgt (Gl. (7.31)):

Γ(ϑ) = Γ1 sinϑ (6)

Der geometrische Anstellwinkel, also der Winkel zwischen der Richtung der ungestörten
Anströmung und der Nullauftriebsrichtung des Profils erhält man zu:

αg = αe + αi (7)

Bei elliptischer Zirkulationsverteilung ist der Abwindwinkel αi = konst. und berechnet
sich zu (Gl. (7.38)):

αi =
cA

πΛ
= konst. (8)

Den effektiven Anstellwinkel erhält man aus Gl. (7.10) bzw. (7.41):

αe(y) =
2Γ(y)

U∞

dca
dα

∣

∣

2D
t(y)

(9)
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bzw. wegen der Bestimmung von Γ in ϑ-Koordinaten:

αe(ϑ) =
2Γ(ϑ)

U∞

dca
dα

∣

∣

2D t(ϑ)
(10)

Mit Γ(ϑ) aus Gl. (6) und t(ϑ) = t = konst. erhält man:

αe(ϑ) =
2Γ1 sinϑ

U∞

dca
dα

∣

∣

2D t
(11)

und mit Γ1 aus Gl. (5):

αe(ϑ) =
8mg

πbρ∞U2
∞

dca
dα

∣

∣

2D t
sinϑ (12)

bzw. unter Berücksichtigung von Gl. (7):

αg(ϑ) = αe(ϑ) + αi(ϑ)

=
8mg

πbρ∞U2
∞

dca
dα

∣

∣

2D t
sinϑ+

cA

πΛ
(13)

= 0.0405 sinϑ+ 0.0124 (14)

Alternativer Lösungsweg:

Die gesuchten Anstellwinkel lassen sich mit der Prandtlschen Integralgleichung be-
stimmen. Vorteilhaft ist die Formulierung in ϑ-Koordinaten, wobei im folgenden die
dimensionslose Formulierung verwendet wird:

2 sinϑαg(ϑ) =
M

∑

n=1

an sin(nϑ) (2 sinϑf(ϑ) + n) (15)

Bei elliptischer Zirkulationsverteilung ist lediglich n = 1 zu berücksichtigen. Damit ver-
einfacht sich die Gleichung zu:

αg(ϑ) =
a1

2
(2 sinϑf(ϑ) + 1) (16)

Für die Transformation zwischen y- und ϑ-Koordinaten gilt:

ϑ = arccos
(

y
b/2

)

(17)

Die Größen a1 und f(ϑ) sind wie folgt definiert:

a1 =
A1

bU∞

=
4mg

πb2ρ∞U2
∞

(18)

f(ϑ) =
2b

dca
dα

∣

∣

2D t
(19)
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Dies eingesetzt in Gl. (16) ergibt:

αg(ϑ) =
2mg

πb2ρ∞U2
∞

(

2 sinϑ
2b

dca
dα

∣

∣

2D t
+ 1

)

(20)

=
8mg

πbρ∞U2
∞

dca
dα

∣

∣

2D t
sinϑ+

2mg
πb2ρ∞U2

∞

(21)

= 0.0405 sinϑ+ 0.0124 (22)

Zahlenwerte:

η 0 0.3 0.6 0.9 1.0

ϑ [rad] π/2 1.266 0.927 0.451 0
αg [rad] 0.0529 0.0510 0.0448 0.0301 0.0124
αg [

◦] 3.03 2.92 2.57 1.72 0.71

c) Benötigt werden drei Gleichungen zur Bestimmung der drei Koeffizienten A0, A1, A2.
Die erste Beziehung resultiert aus der Forderung nach Druckpunktfestigkeit. Damit dies
gegeben ist, muß der Nullmomentenbeiwert folgende Bedingung erfüllen:

cmA=0 = 0 (23)

Im Rahmen der Skelett-Theorie führt dies auf (Gl. (3.75)):

A1 = −A2 (24)

Eine zweite Bedingung ergibt sich durch Ansetzen des Auftriebsbeiwertes im Auslegungs-
punkt:

ca = ca0 + ca1 = π (2A0 + A1) (25)

Der Auftriebsbeiwert läßt sich ferner wie folgt bestimmen:

ca =
dca

dα

∣

∣

∣

∣

2D
· αe (26)

Durch Umformen und Einsetzen von Gl. (7) und (8) folgt:

ca = 2π
(

αg −
cA

πΛ

)

(27)

Mit αg = 3.03◦ an der Flügelwurzel aus Aufgabenteil b) sowie Λ = 5.14 aus Aufgabenteil
a) und dem gegebenen cA = cADesign

= 0.2 erhält man als Zahlenwert:

ca = 0.255 (28)
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Gleichsetzen von (25) und (27) führt auf:

2π
(

αg −
cA

πΛ

)

= π (2A0 + A1) (29)

2A0 + A1 = 2
(

αg −
cA

πΛ

)

(30)

Soll die Sehne des Profils an der Flügelwurzel (Flügelmitte) in Anströmrichtung lie-
gen (also parallel zur x-Achse des Koordinatensystems), so muß außerdem gelten (siehe
Skript Abb. 3.7):

α0 = −α2 (31)

bzw.:

A0 =
A2

3
(32)

Einsetzen von Gl. (24), (32) in Gl. (30) liefert:

2

3
A2 − A2 = 2

(

αg −
cA

πΛ

)

(33)

⇒ A2 = −6
(

αg −
cA

πΛ

)

(34)

Mit αg = 3.03◦ an der Flügelwurzel aus Aufgabenteil b) sowie Λ = 5.14 aus Aufgabenteil
a) und dem gegebenen cA = cADesign

= 0.2 kann man damit A2 berechnen. Damit ist
nach Gl. (24) auch A1 bekannt, und mittels Gl. (32) kann man A0 bestimmen, da α∗ = 0
laut Aufgabenstellung. Man erhält somit folgende Zahlenwerte für die drei Birnbaum-
Koeffizienten:

A2 = −0.24 ⇒ α2 = −
A2

3
= 0.08 rad ∧

= 4.584◦ (35)

A1 = 0.24 ⇒
f
t
=

A1

4
= 0.06 ∧

= 6% (36)

A0 = −0.08 ⇒ α0 = A0 − α∗ = −0.08 rad ∧

= −4.584◦ (37)

Den Nullauftriebswinkel des Profils kann man wie folgt bestimmen (Skript Gl. (3.57)):

αA=0 = −
A1

2
−

A2

3
(38)

= −0.04 rad (39)
∧

= −2.292◦ (40)

Der Nullmomentenbeiwert des Profils berechnet sich zu (Skript Gl. (3.75)):

cm(ca = 0)|t/4 = −
π
4
(A1 + A2) = 0 (41)

cm(ca = 0)|Nase = cm(ca = 0)|t/4 −
ca

4
= 0 (42)

Dieses Ergebnis ist die direkte Folge der Forderung nach einem druckpunktfesten Profil
in der Aufgabenstellung.
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d) Der Druckpunkt eines druckpunktfesten Profils liegt nach der Skeletttheorie bei x/t =
0.25 = const. Der Druckbeiwert der Profiloberseite läßt sich wie folgt bestimmen:

cpOS
= −

γ
U∞

(43)

γ
U∞

kann durch Superposition der entsprechenden Werte der drei Normalverteilungen
bestimmt werden. Man erhält weiter:

cpOS
= −

(
γ0

U∞

+
γ1

U∞

+
γ2

U∞

)
(44)

= −
(

2A0 tan
ϕ
2
+ 2A1 sinϕ+ 2A2 sin (2ϕ)

)

(45)

= −2A0 tan
ϕ
2
− 2A1 sinϕ − 2A2 sin (2ϕ) (46)

Um das Druckminimum dieser Druckverteilung zu bestimmen muß als notwendige Be-
dingung die Gleichung nach ϕ abgeleitet und gleich Null gesetzt werden. Man erhält:

dcpOS

dϕ
= −A0

(

tan2 ϕ
2
+ 1

)

− 2A1 cosϕ − 4A2 cos (2ϕ)
!
= 0 (47)

Da das Profil nicht verändert werden soll, also S-Schlag und Wölbung unverändert blei-
ben, dürfen A1 und A2 nicht verändert werden und sind somit aus Aufgabenteil c) be-
kannt. Die Verschiebung des Druckminimums in den Druckpunkt geschieht somit über
einen veränderten Anstellwinkel, d. h. man muß obige Gleichung nach A0 auflösen:

A0 = −
2A1 cosϕ+ 4A2 cos (2ϕ)

tan2 ϕ
2
+ 1

(48)

Das Druckminimum soll im Druckpunkt, also bei x/t = 1
4
liegen. Mit

cosϕ = 2
x
t
− 1 (49)

erhält man
ϕ = 2.094 rad ∧

= 120◦ (50)

und damit
A0 = −0.06 (51)

Da A0 = α∗ + α0 kann man somit den Anstellwinkel des Profils wie folgt berechnen:

α = α∗ + α0 + α2 (52)

= A0 + α2 (53)

= 0.02 rad (54)
∧

= 1.146◦ (55)
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

In einem Windkanal werden Messungen am Profil NASA NLF 0414F durchgeführt, welches
für ein neues viersitziges Leichtflugzeug eingesetzt werden soll. Eine Auswertung der Profilko-
ordinaten liefert für die Skelettlinie folgende Punkte:

zI(t)

t

(
xI(t)

t
= 0.10

)
= 0.0119

zII(t)

t

(
xII(t)

t
= 0.55

)
= 0.0240

Das Profil soll zur Ermittlung vorläufiger Profilparameter unter Vernachlässigung des Dicken-
effektes für inkompressible Umströmung untersucht werden. Dazu kann die Skelettlinie durch
die ersten beiden Birnbaum’schen Normalverteilungen angenähert werden.

x/t

z/
t

0 0.25 0.5 0.75 1

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Profilgeometrie NASA NLF 0414F

Skelettlinie NASA NLF 0414F

Abb. 1: Profil NLF 0414F, z-Achse überhöht dargestellt

a) Berechnen Sie die zugehörigen Koeffizienten A0 und A1 sowie den Winkel α∗ für stoß-
freie Anströmung. Runden Sie die Ergebnisse für die Verwendung in den nachfolgenden
Aufgabenteilen auf vier Nachkommastellen. Skizzieren Sie qualitativ das Skelett und sei-
ne Sehne in das obige Diagramm ein. Tragen Sie die Winkel α∗, α0 und α ebenfalls in
das Diagramm ein.
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Sollten Sie Aufgabenteil a) nicht gelöst haben, so rechnen Sie mit den Werten A0 = 0.00,
A1 = 0.09 und α∗ = −0.25o weiter.

b) Berechnen Sie den Nullmomentenbeiwert cmA=0
sowie den Nullauftriebswinkel αA=0 ge-

genüber der Sehne des Originalprofils, also der x-Achse. Welche Wölbung weist die an-
genäherte Skelettlinie auf?

c) Berechnen Sie ca und cmt/4
für den Fall stoßfreier Anströmung unter der Annahme in-

kompressibler Strömung.

d) Bei kompressibler subsonischer Umströmung des Profils wird in der Meßstrecke ein
statischer Druck von p∞ = 79435Pa und im Staupunkt des Profils ein Druck von
pStau = 101320Pa gemessen. Berechnen Sie die Anströmmachzahl Ma∞ unter der An-
nahme isentroper Strömung (κLuft = 1.4).

Sollten Sie Aufgabenteil d) nicht gelöst haben, so rechnen Sie mit Ma∞ = 0.6 weiter.

e) Berechnen Sie wiederum für den Fall stoßfreier Anströmung Auftriebs- und Momen-
tenbeiwert (bez. dem t/4-Punkt des Profils) für die in Aufgabenteil d) berechnete An-
strömmachzahl mittels Prandtl-Glauert-Näherung und tragen Sie das Ergebnis in das
untenstehende Diagramm ein.

α
c a

c m
_

t/
4

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

ca

cm_t/4

NASA NLF 0414F, Maoo = 0.6
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a) Anhand der beiden gegebenen Punkte der exakten Skelettlinie können die ersten beiden
Birnbaumkoeffizienten A0 und A1 durch Lösung eines linearen 2x2 Gleichungssystems
gelöst werden, womit man eine Näherung der exakten Skelettlinie erhält. Die Skelettli-
nienanteile der beiden ersten Normalverteilungen lauten:

z0

t
= (A0 − α∗)

(

1 −
xI

t

)

(1)

z1

t
= A1

x

t

(

1 −
xI

t

)

(2)

Da die Skeletttheorie eine lineare Theorie ist, dürfen die Anteile aus den einzelnen Nor-
malverteilungen superponiert werden:

z

t
=

z0

t
+

z1

t
(3)

= (A0 − α∗)
(

1 −
xI

t

)

+ A1
x

t

(

1 −
xI

t

)

(4)

Um nun zwei Gleichungen zur Bestimmung der zwei Unbekannten (A0 − α∗) und A1 zu
erhalten, wird für die beiden gegebenen Punkte eine Punktprobe durchgeführt:

Punkt I:

0.0119 = 0.90(A0 − α∗) + 0.0900A1 (5)

Punkt II:

0.0240 = 0.45(A0 − α∗) + 0.2475A1 (6)

Durch Auflösen von Gl. (5) nach (A0 − α∗) erhält man:

(A0 − α∗) =
1

0.9
(0.0119 − 0.0900A1) (7)

Einsetzen in Gl. (6) liefert:

0.024 =
0.45
0.90

(0.0119 − 0.0900A1) + 0.2475A1 (8)

⇒ A1 = 0.0891 (9)

Setzt man dies wiederum in Gl. (5) ein, erhält man:

(A0 − α∗) = 0.0043 rad (10)

Die letztendliche Bestimmung von A0 bzw. α∗ geschieht nun über die zusätzliche Bedin-
gung ’stoßfreier’ Anströmung. Diese ist gegeben, wenn der Wert der Zirkulation an der
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Vorderkante des Skeletts Null ist. Der Anteil der Zirkulation aus der zweiten Normal-
verteilung ist an der Profilvorderkante immer Null, womit nur der Anteil aus der ersten
Normalverteilung bleibt:

γ(0)

U∞

= 2A0

√

1− x
t

x/t
!
= 0 (11)

Diese Bedingung ist wegen des ansonsten singulär werdenden Wurzelausdrucks nur für
A0 = 0 erfüllbar. Damit:

α∗ = −0.0043 rad = −0.2464o (12)

x/t

z/
t

0 0.25 0.5 0.75 1

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Profilgeometrie NASA NLF 0414F

Skelettlinie NASA NLF 0414F

Birnbaum-Naeherung

Abb. 2: Profil NLF 0414F mit exakter und angenäherter Skelettlinie (z-Achse überhöht dar-
gestellt)

b) Nullmomentenbeiwert: Nur die beiden Koeffizienten A1 und A2 tragen zum Momenten-
beiwert bei. Da A2 = 0 gilt:

cmA=0
= cm(ca = 0) = −

π

4
(A1 + A2) = −0.0700 (13)

Der Nullauftriebswinkel setzt sich zusammen aus dem Nullauftriebswinkel des angenäher-
ten Skeletts (gegenüber dessen Sehne) und dem Winkel zwischen der Sehne des exakten
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Profils (hier x-Achse) und der Sehne des Skeletts. Wiederum mit A2 = 0 gilt:

αA=0Skelett
= −

A1

2
−

A2

3
= −0.0446 rad = −2.55o (14)

Der Winkel zwischen der Sehne des Skeletts und der x-Achse wird nur durch die erste
Normalverteilung festgelegt, da es sich dabei um die angestellte ebene Platte handelt:

α0 = A0 − α∗ = 0.0043 rad = 0.2464o (15)

Damit erhält man für den Nullauftriebswinkel des Originalprofils:

αA=0Profil
= αA=0Skelett

− α0 = −2.80o (16)

Die Wölbung des Skeletts ist allein bestimmt durch den zweiten Birnbaum-Koeffizienten:

f

t
=

A1

4
= 0.0223

∧
= 2.23% (17)

c) Stoßfreie Anströmung ist gegeben für α∗ = −0.2464o. Für inkompressible Umströmung
des Profils erhält man damit:

caik
= ca0

+ ca1
+ ca2

= 2πA0 + πA1 + 0

= πA1

= 0.2799 (18)

Der Momentenbeiwert bez. der Nase des Skeletts berechnet sich wie folgt:

cmik
= −

π

4
(2A0 + 2A1 + A2)

= −0.1400 (19)

Nun muß der Bezugspunkt für den Momentenbeiwert noch von der Vorderkante des
Skeletts in den t/4-Punkt verschoben werden:

cmt/4ik
= cmik

+
caik

4

= −0.1400 +
0.2799

4
= −0.0700 (20)
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d) Zur Lösung dieses Problems wird die folgende Isentropenbeziehung verwendet, die einen
Zusammenhang zwischen pStau, p∞ und Ma∞ herstellt:

p∞

pStau
=

(
1 +

κ − 1

2
Ma2

∞

)− κ
κ−1

(
p∞

pStau

)− κ−1

κ

= 1 +
κ − 1

2
Ma2

∞

κ − 1

2
Ma2

∞ =

(
p∞

pStau

)− κ−1

κ

− 1

Ma∞ =

√

√

√

√

2

κ − 1

[(
p∞

pStau

)− κ−1

κ

− 1

]
(21)

Mit p∞ = 79435Pa und pStau = 101320Pa sowie κ = 1.4 erhält man folgenden Zahlen-
wert:

Ma∞ = 0.6 (22)

e) Die Verwendung der 1. Prandtl-Glauert Regel bedeutet, daß zur Erfassung linearer
Kompressibilitätseffekte bei zweidimensionalen Strömungsproblemen nur die aerodyna-
mischen Beiwerte mit 1/β skaliert werden müssen. Die Geometrie bleibt unverzerrt:

cp (x, z, α, f, δ) =
1

β
cpik

(x, z, α, f, δ) (23)

⇒ ca =
1

β
caik

(24)

⇒ cm =
1

β
cmik

(25)

Mit Ma∞ = 0.6 ergibt sich für den Skalierungsfaktor β folgender Wert:

β =
√

1− Ma2
∞ = 0.8 (26)

Mit den inkompressibel berechneten Werten für Auftriebs- und Momentenbeiwert, hier
nun mit caik

und cmik
bezeichnet, erhält man damit die kompressiblen Werte für Ma∞ =

0.6 mit Hilfe der Gleichungen (24) und (25):

caik
= 0.2799 ⇒ ca|Ma∞=0.6 = 0.3499 (27)

cmik
= −0.1400 ⇒ cm|Ma∞=0.6 = −0.1750 (28)

cmt/4ik
= −0.0700 ⇒ cmt/4

∣

∣

∣

Ma∞=0.6
= −0.0875 (29)

Die Verwendung der 1. Prandtl-Glauert Regel zur Kompressibilitätskorrektur macht es
hier möglich die inkompressiblen Ergebnisse aus Aufgabenteil c) direkt zu übernehmen.
Dies liegt darin begründet, daß die Geometrie durch die 1. Prandtl-Glauert Regel nicht
verzerrt wird, und somit der Zustand stoßfreier Anströmung für Ma∞ = 0.6 beim gleichen
Anstellwinkel vorliegt wie bei inkompressibler Rechnung.
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

Es soll der Tragflügel des Solarsegelflugzeuges icaré untersucht werden. Zur Berechnung kann
angenommen werden, daß der Flügel bei neutralem Querruder ungeschränkt ist und eine ebene
Platte als Profil aufweist.

a) Zunächst wird das Flügelprofil betrachtet, welches als ebene Platte mit 25% Klappentiefe
angenähert wird. Berechnen Sie die Birnbaumkoeffizienten Ao, A1, A2 für das Flügel-
profil in Abhängigkeit vom Klappenwinkel η (in [rad]). Nehmen Sie dabei an, daß die
Anströmung in Richtung der x-Achse erfolgt, daß die Profilhinterkante unabhängig von
η bei x/t = 1 liegt und daß tan η ≈ η gilt.

Bestimmen Sie darauf aufbauend ebenfalls in Abhängigkeit vom Klappenwinkel η Auf-
triebs- und Momentenbeiwert sowie den Nullauftriebswinkel des Profils (in [rad]).

0.25 0.5 0.75 1

+η

x/t

z/t

Klappe

Uoo

b) Der Flügel des icaré soll nun mit Hilfe der Prandtl’schen Traglinientheorie untersucht wer-
den. Bei ausgeschlagenem Querruder und einer Fluggeschwindigkeit von U∞ = 25m/s

kann die (gebundene) Zirkulationsverteilung mit Hilfe der folgenden drei dimensionsbe-
hafteten Fourier-Koeffizienten angenähert werden:

A1 = 8.5814m2/s

A2 = −4.3316m2/s

A3 = 1.2774m2/s

Die Streckung des Flügels beträgt Λ = b2

F
= 21.1708, die Luftdichte ρ = 1.225 kg/m3.

Berechnen Sie damit

• den Auftriebsbeiwert cA,

• den Beiwert des induzierten Widerstandes cWi
,

• den k-Faktor,

• das Rollmoment Mx und

• das (induzierte) Giermoment Mz.
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c) Bestimmen Sie nun aus der approximierten Zirkulationsverteilung an den Stellen y =
+8.345m und y = −8.345m den geometrischen Anstellwinkel αg(ϑ) des Profils in [rad]
und [Grad]. Verwenden Sie als Wert für den zweidimensionalen Auftriebsanstieg des
Profils wie üblich dca

dα
= 2π.

d) Schließen Sie unter der Annahme, daß die Querruder nach oben und unten gleich aus-
geschlagen sind auf den Querruderausschlag zurück, welcher der durch die Fourier-
Koeffizienten A1, A2, A3 gegebenen Zirkulationsverteilung zugrunde liegt. Gehen Sie dazu
von der Veränderung des Nullauftriebswinkels aus, den ein Querruderausschlag verur-
sacht und für den in Aufgabenteil a) eine allgemeine Beziehung abgeleitet wurde.

4
.1

7

9
.3

8

1
1

.0
0

1
1

.5
0

y [m]

0.461.15

U    = 25 m/s

b/2 = 11.50 m

oo

Zu a) Allgemein lautet die Gleichung zur Bestimmung der Birnbaum-Koeffizienten:

A0 = α∗ − 1

π

∫ π

o

dz

dx
dϕ (1)

An = − 2

π

∫ π

o

dz

dx
cos (nϕ) dϕ (2)

Geht man davon aus daß der Klappenausschlag klein ist, kann tanη ≈ η gesetzt werden.
Damit kann die Steigung der Skelettlinie abschnittsweise angegeben werden (Bereich I:
Klappe, Bereich II: feststehender Teil des Profils):

dz

dx

∣∣∣∣
I

=
zfHK

tf
= − tan η ≈ −η (3)

dz

dx

∣∣∣∣
II

= 0 (4)

Mit Hilfe der Gleichung zur Transformation der Profiltiefenkoordinate in ϕ-Koordinaten

x

t
=
1 + cosϕ

2
⇒ ϕ = arccos

(

2
x

t
− 1

)

(5)

2 / 6



F 2003 NPO V

werden die Integrationsgrenzen zur Auswertung der Integrale in den Gleichungen (1)
und (2) berechnet:

x

t
= 0 ⇒ ϕ = π (6)

x

t
=
3

4
⇒ ϕ = arccos

(
1

2

)
=

π

3
(7)

x

t
= 1 ⇒ ϕ = 0 (8)

Da die Anströmung in Richtung der x-Achse angenommen wird ist α∗ = 0. Für die
Birnbaumkoeffizienten folgt damit:

A0 = − 1

π

[∫ π/3

0

−η dϕ+

∫ π

π/3

0 dϕ

]

(9)

=
η

π

∣∣∣
π/3

0

(10)

=
η

3
(11)

A1 = − 2

π

[∫ π/3

0

−η cosϕ dϕ+

∫ π

π/3

0 cosϕ dϕ

]

(12)

=
2η

π
sinϕ

∣∣∣∣
π/3

0

(13)

= η

√
3

π
(14)

A2 = − 2

π

[∫ π/3

0

−η cos (2ϕ) dϕ+

∫ π

π/3

0 cos (2ϕ) dϕ

]

(15)

=
η

π
sin (2ϕ)

∣∣∣
π/3

0

(16)

= η

√
3

2π
(17)

Auftriebsbeiwert:

ca = π (2A0 + A1) (18)

= π

(

2
η

3
+ η

√
3

π

)

(19)

= η

(
2

3
π +

√
3

)
(20)
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Momentenbeiwert:

cm = −π

4
(2A0 + 2A1 + A2) (21)

= −π

4

(
2

3
η + η

2
√
3

π
+ η

√
3

2π

)

(22)

= −η

4

(
2

3
π +

5

2

√
3

)
(23)

Nullauftriebswinkel:

αA=0 = −A1

2
− A2

3
(24)

= −η

√
3

2π
− η

√
3

6π
(25)

= −2
√
3

3π
η (26)

= −0.3675 η (27)

Zu b) Der Flügel-Auftriebsbeiwert hängt unabhängig von der Zirkulationsverteilung nur vom
ersten Fourier-Koeffizienten ab:

cA =
πΛA1

2bU∞

= 0.4963 (28)

Für den induzierten Widerstand sind alle Fourier-Koeffizienten relevant, hier also die
verfügbaren A1 bis A3:

cWi
=

c2
A

πΛ

(

1 +
1

A2
1

M∑

n=2

nA2
n

)

(29)

Die Auswertung der Koeffizienten ergibt:

n An A2
n nA2

n

1 8.5814 73.6399 73.6399
2 -4.3316 18.7631 37.5263
3 1.2774 1.6317 4.8951

Damit erhält man schließlich den Beiwert des induzierten Widerstandes:

cWi
= 0.0037

[
1 +

1

73.6399
· (37.5263 + 4.8951)

]

= 5.8369 · 10−3 (30)

4 / 6



F 2003 NPO V

Damit läßt sich sofort der k-Faktor bestimmen:

k =
cWi

cWiell.

(31)

=
cWi

c2
A/(πΛ)

(32)

= 1.5761 (33)

Für das Rollmoment wiederum zeigt die Integration über der Spannweite daß nur der
Koeffizient A2 von Bedeutung ist:

Mx =
π

16
b2ρU∞A2 (34)

= −13778.8926Nm (35)

Das (induzierte) Gier- bzw. Wendemoment tritt zusätzlich zum Rollmoment auf, wenn
die Zirkulationsverteilung weder rein symmetrisch (A2 = A4 = A6 = . . . = 0) noch rein
antimetrisch (A1 = A3 = A5 = . . . = 0) ist. Mit drei Fourier-Koeffizienten berechnet
sich das Giermoment wie folgt:

Mz = − π

32
bρ [(1 + 2)A1A2 + (2 + 3)A2A3] (36)

= 384.9823Nm (37)

Zu c) Zuerst muß die gegebene Flügelposition y = ±8.345m in ϑ-Koordinaten umgerechnet
werden:

ϑ(y) = arccos

(
y

b/2

)
(38)

ϑ(y = +8.345m) = 0.7588 rad (39)

ϑ(y = −8.345m) = 2.3828 rad (40)

Um den geometrischen Anstellwinkel αg an einer spannweitigen Flügelposition zu bestim-
men, wird die Grundgleichung der Prandtl’schen Traglinientheorie in dimensionsloser
Form unter Verwendung eines Reihenansatzes für die Zirkulationsverteilung ausgewer-
tet. Einfaches Umstellen liefert direkt:

αg(ϑ) =
1

2bU∞ sinϑ︸ ︷︷ ︸
C1

M∑

n=1

An sin (nϑ)

[
4b sinϑ(

dca

dα

)
2D t(ϑ)

︸ ︷︷ ︸
C2

+n

]
(41)

Das Auswerten dieser Gleichung liefert:
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ϑ = 0.7588 rad ϑ = 2.3828 rad
n An sinnϑ sinnϑ
1 8.5814 0.6881
2 −4.3316 0.9986 −0.9986
3 1.2774 0.7612

t(ϑ) 1.15m
C1 1.2638 · 10−3

C2 8.7607
αg(ϑ)[rad] 0.0285 0.1461

αg(ϑ)[
o] 1.6309 8.3715

Zu d) Die Veränderung des Nullauftriebswinkels des Profils zwischen mit nach unten und
nach oben ausgeschlagenem Querruder kann in Anlehnung an das Ergebnis aus a) wie
folgt formuliert werden:

∆αA=0|±y =

∣∣∣∣∣
−2

√
3

3π
∆η|

±y

∣∣∣∣∣
(42)

Der Wert ∆αA=0|±y entspricht dabei der Differenz zwischen dem geometrischen Anstell-
winkel αg(+y) und dem geometrischen Anstellwinkel αg(−y):

∆αA=0|±y = |αg(−y)− αg(+y)| (43)

= 0.1461 rad− 0.0285 rad

= 0.1176 rad (44)

Umstellen von Gl. (42) liefert:

∆η|
±y =

∣∣∣∣−
3π

2
√
3
∆αA=0|±y

∣∣∣∣ (45)

= 0.3200 rad (46)

= 18.3346 o (47)

Da die Querruder lt. Aufgabenstellung nach oben und unten gleich weit ausschlagen,
beträgt der Querruderausschlag also:

|η| =
∆η|

±y

2
(48)

= 9.1673 o (49)
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

Unter Anwendung der Skeletttheorie soll ein druckpunktfestes Profil entworfen werden. Das
Profil werde zunächst bei inkompressibler Strömung betrachtet.

a) Bei einen Auftriebsbeiwert von ca = 0.2π gelte für den 1. Birnbaum-Koeffizienten A0 = 0.
Bestimmen Sie die Werte der Birnbaumkoeffizienten A1 und A2.

b) Berechnen Sie nach der linearisierten Theorie die Lage der Minimal- und Maximalwerte
von cp auf der Profiloberseite. Setzen Sie dazu die Gleichung zur Bestimmung des Druck-
beiwertes cp allgemein in x̄ = x/t-Koordinaten an und leiten Sie diese anschließend nach
x̄ ab.

In den folgenden Aufgabenteilen wird das Profil nun bei Überschallanströmung betrachtet.

c) Wie groß ist der Anströmwinkel α∗ in Grad für den das Profil im Überschall keinen
Auftrieb liefert?

d) Bestimmen Sie den Nullmomentenbeiwert cmA=0
für Überschallanströmung. Ist das Profil

auch im Überschall druckpunktfest?

1 / 4
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a) Der Auftriebsbeiwert kann allgemein nach folgender Gleichung bestimmt werden:

ca = π (2A0 + A1) (1)

Da die erste Normalverteilung bei der Modellierung des Skeletts nicht berücksichtigt
werden soll ist A0 = 0. Damit kann man A1 direkt aus obiger Gleichung bestimmen:

ca = πA1 → A1 =
ca

π
=

0.2π
π

= 0.2 (2)

Der Wert von A2 ergibt sich aus der Bedingung der Druckpunktfestigkeit. Diese ist
gegeben wenn gilt:

A2 = −A1 → A2 = −0.2 (3)

b) Die Gleichung zur Bestimmung von cp nach der linearisierten Theorie lautet:

cp = −2
u

U∞

(4)

u kann aus der Zirkulationsverteilung des Skeletts bestimmt werden:

u =
±γ

(
x
t

)

2
+ OS, − US (5)

Einsetzen von Gl. (5) in (4) liefert:

cp

(x
t

)
= −

±γ
(

x
t

)

U∞

(6)

Die Zirkulationsverteilung des so modellierten Skeletts erhält man aus der Überlagerung
der Zirkulationsverteilungen der 2. und 3. Normalverteilung:

γ
(x

t

)
= γ1

(x
t

)
+ γ2

(x
t

)
(7)

= U∞

[
4A1

√
x
t

(
1−

x
t

)
+ 8A2

(
2

x
t
− 1

) √
x
t

(
1−

x
t

)]
(8)

Einsetzen von Gl. (8) in Gl. (6) ergibt für die Druckverteilung der Profiloberseite:

cp

(x
t

)
= −

[
4A1

√
x
t

(
1−

x
t

)
+ 8A2

(
2

x
t
− 1

) √
x
t

(
1−

x
t

)]
(9)

= −4

√
x
t

(
1−

x
t

) [
A1 + 2A2

(
2

x
t
− 1

)]
(10)

Zur Bestimmung der Lage der cp-Extrema muß diese Gleichung nach x
t
abgeleitet und

zu Null gesetzt werden:

dcp

d
(

x
t

) = −
2A1

(
1− 2x

t

)
√

x
t

(
1− x

t

) − 16A2

√
x
t

(
1−

x
t

)
−

4A2

(
2x

t
− 1

) (
1− 2x

t

)
√

x
t

(
1− x

t

)
!
= 0 (11)
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Für x
t

(
1− x

t

)
�= 0, d. h. x

t
�= 0 führt Multiplikation mit

√
x
t

(
1− x

t

)
und Ausmultipli-

zieren auf folgende quadratische Gleichung:

− 2A1

(
1− 2

x
t

)
− 16A2

x
t

(
1−

x
t

)
− 4A2

(
2

x
t
− 1

) (
1− 2

x
t

)
!
= 0

− 2A1 + 4A1
x
t
− 16A2

x
t
+ 16A2

(x
t

)2

− 4A2

(
2

x
t
− 4

(x
t

)2

− 1 + 2
x
t

)
!
= 0

− 2A1 + 4A1
x
t
− 16A2

x
t
+ 16A2

(x
t

)2

− 8A2
x
t
+ 16A2

(x
t

)2

+ 4A2 − 8A2
x
t

!
= 0

− 2A1 + 4A1
x
t
− 32A2

x
t
+ 32A2

(x
t

)2

+ 4A2
!
= 0

32A2

(x
t

)2

+ (4A1 − 32A2)
x
t
+ 2 (2A2 − A1)

!
= 0 (12)

Das Lösen dieser Gleichung nach der bekannten Formel führt auf folgendes Ergebnis:

x
t
(cpmin

)
∣∣∣
1,2

=
8A2 − A1 ±

√
A2

1 + 32A2
2

16A2

(13)

bzw. mit Zahlenwerten:

x
t
(cpmin

)
∣∣∣
1
= 0.20346 (14)

x
t
(cpmin

)
∣∣∣
2
= 0.92154 (15)

c) Zur Berechnung des gesuchten Winkels α∗ gibt es mehrere Möglichkeiten. Zum einen
kann einfach die Formel für den Auftriebsbeiwert im Überschall zu Null gesetzt und
nach α∗ aufgelöst werden, was aber mit relativ viel Zeit- und Rechenaufwand verbunden
ist. Als weitere Möglichkeit kann die Kenntnis genutzt werden daß Wölbung im Über-
schall keinen Beitrag zum Auftrieb liefert, d. h. daß das Profil auftriebslos ist wenn die
Anströmung in Richtung der Sehne erfolgt. Dies bedeutet daß α∗ so gewählt werden
muß, daß U∞ in Richtung der Sehne weist. Um den notwendigen Drehwinkel zu erhalten
kann man die Form der Skelettlinie bei x

t
= 1 auswerten, sich so die dortige z-Koordinate

des Skeletts bestimmen und damit den gesuchten Winkel berechnen. Oder schließlich als
einfachste Möglichkeit kann die Kenntnis genutzt werden, daß bei Fehlen der 1. Nor-
malverteilung die Sehne des Skeletts nur durch die 3. Normalverteilung angestellt wird,
womit man direkt erhält:

α∗ = −α2 =
A2

3
(16)

α∗ = −
1

15
rad = −0.06667 rad = −

(
12

π

)o

= −3.8197 o (17)

d) Allgemein lautet die Formel zur Bestimmung von cm im Überschall:

cm = −
4

√
Ma2

∞
− 1

[
α∗

2
−

∫ 1

0

dz
(

x
t

)

d
(

x
t

) x
t
d

(x
t

)]

(18)
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Um das Integral auswerten zu können muß also zuerst die Gleichung der Skelettlinie aus
Überlagerung der Anteile aus 2. und 3. Normalverteilung aufgestellt werden:

z
(x

t

)
= z1

(x
t

)
+ z2

(x
t

)

= A1
x
t

(
1−

x
t

)
− A2

x
t

[
1− 4

x
t
+

8

3

(x
t

)2
]

= −
8

3
A2

(x
t

)3

+ (4A2 − A1)
(x

t

)2

+ (A1 − A2)
x
t

(19)

Die Ableitung der Skelettlinie nach x
t
ergibt:

dz
(

x
t

)

d
(

x
t

) = −8A2

(x
t

)2

+ 2
x
t
(4A2 − A1) + (A1 − A2) (20)

Setzt man dies in Gl. (18) ein und wertet das Integral aus, so erhält man:

cm = −
4

√
Ma2

∞
− 1

[
α∗

2
−

∫ 1

0

dz
(

x
t

)

d
(

x
t

) x
t
d

(x
t

)]

= −
4

√
Ma2

∞
− 1

[
α∗

2
−

∫ 1

0

[
−8A2

(x
t

)3

+ 2
(x

t

)2

(4A2 − A1) + (A1 − A2)
x
t

]
d

(x
t

)]

= −
4

√
Ma2

∞
− 1

[
α∗

2
−

[
−2A2

(x
t

)4

+
2

3

(x
t

)3

(4A2 − A1) +
1

2

(x
t

)2

(A1 − A2)

]1

0

]

= −
4

√
Ma2

∞
− 1

[
α∗

2
−

[
−2A2 +

2

3
(4A2 − A1) +

1

2
(A1 − A2)

]]

= −
4

√
Ma2

∞
− 1

[
α∗

2
−

[
−2A2 +

8

3
A2 −

2

3
A1 +

1

2
A1 −

1

2
A2

]]

= −
4

√
Ma2

∞
− 1

[
α∗

2
−

1

6
(A2 − A1)

]
(21)

Für α∗ = −3.8197 o (also cA = 0) erhält man bei Einsetzen von A1 und A2 als Zahlenwert:

cmA=0
= −

4
√

Ma2
∞
− 1

·
1

30
(22)

= −
4

30
√

Ma2
∞
− 1

(23)

Da dieser Wert ungleich Null ist, ist das Profil bei Überschallanströmung nicht druck-
punktfest.
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

y [m]

U
  
 

b/2 = 5 m

oo

t 
=

 2
m

x [m]

y
I

y
II

Es soll der Tragflügels eines
Cargo-Kleinflugzeuges unter An-
wendung der Prandtlschen Trag-
linientheorie ausgelegt werden.
Der Flügel ist als geschränkter

Rechteckflügel ausgeführt, siehe Abbildung.

Zunächst wird die Situation im Reiseflug
”
R“ betrachtet, bei dem eine elliptische Zirkula-

tionsverteilung Γ(y) realisiert werden soll. Die Reisefluggeschwindigkeit beträgt U∞R = 70 m/s

und der mittlere Auftriebsbeiwert cAR = 0.5. Das Profil weist einen Auftriebsgradienten
von ( dca/ dα)2d = 2π auf.

a) Berechnen Sie den Koeffizienten A1R nach der Prandtlschen Traglinientheorie!

b) Bestimmen Sie die geometrischen Anstellwinkel αgIR
und αgIIR

in [◦] für die Schnit-
te

”
I“ (Wurzel) bzw.

”
II“ (Flügelspitze)! Geben Sie die Schränkung ∆αg = αgIIR

− αgIR
an!

In den nachfolgenden Teilaufgaben werde der Tragflügel im Bereich des Stalls
”
S“ unter-

sucht. Die Auftriebsverteilung ist nun nicht mehr elliptisch und soll durch Verwendung
der Fourier-Koeffizienten A1S und A3S angenähert werden.

c) Es wird eine Stall-Geschwindigkeit U∞S = 40 m/s gefordert. Berechnen Sie den zu-
gehörigen mittleren Auftriebsbeiwert cAS sowie die Koeffizienten A1S und A3S !

Hinweise:

– Falls Sie Teilaufgabe b) nicht gelöst haben, rechnen Sie mit ∆αg = −6◦ weiter.

– Verwenden Sie folgende Gleichung, die aus der Traglinientheorie resultiert:

2∆αg =
−A1S

U∞S

·
4

( dca/ dα)2d t
+

A3S

bU∞S

[
12 +

4b

( dca/ dα)2d t

]

d) Stellen Sie die Gleichung zur Bestimmung der spannweitigen Verteilung des Auf-
triebsbeiwertes ca(ϑ) auf! Bestimmen Sie die Position y (camax) und den Zahlenwert
des maximalen Auftriebsbeiwertes camax ! Rechnen Sie mit mindetens 4 Nachkom-
mastellen.

Hinweis: cos 3ϑ = 4 cos3 ϑ − 3 cosϑ

e) Die Schränkung soll als aerodynamische Schränkung realisiert werden. Berechnen
Sie unter Anwendung der Skelett-Theorie (1. und 2. N.V.) die erforderliche Ände-
rung der Profilwölbung ∆f

t = fII
t − fI

t !

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschrit-
ten muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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a) Reiseflug: U∞R = 70m/s; cAR = 0, 5; dca
dα

∣∣
2d = 2π

Da eine elliptische Zirkulationsverteilung vorliegt ist lediglich der erste Fourier-
Koeffizient ungleich Null und es gilt nach Gl. (6.68):

cA =
π · Λ · A1

2 · b · U∞

(1)

⇒ A1R =
cAR · 2 · b · U∞

π · Λ
(2)

mit Λ =
b

t
=

10m

2m
= 5 (3)

folgt A1R =
0, 5 · 2 · 10m · 10m/s

π · 5
= 44, 56m2/s (4)

b) Für den geometrischen Anstellwinkel ergibt sich bei elliptischer Zirkulationsvertei-
lung nach Gl. (6.63):

αg(ϑ) =
A1

2b cdotU∞

·

[
4 · b · sin ϑ
dca
dα

∣∣
2d · t(ϑ)

+ 1

]
(5)

hier : αgR(ϑ) =
A1R

2 · b · U∞R

·
[
4 · b · sin ϑ

2π · t
+ 1

]
(6)

Wurzel : ϑI =
π

2
⇒ sin ϑI = 1 (7)

Flügelspitze : ϑII = 0 ⇒ sin ϑII = 0 (8)

damit folgt:

αgIR =
44, 56m/s2

2 · 10m · 70m/s
·
[

40m

2π · 2m
+ 1

]
= 0, 1332=̂7, 63◦ (9)

αgIIR =
44, 56m/s2

2 · 10m · 70m/s
· [1] = 0, 0318=̂1, 82◦ (10)

⇒ ∆αgR = −0, 1014=̂ − 5, 81◦ (11)

c) (Stall : U∞S = 50m/s)
Da das Flugzeuggewicht unverändert bleibt muß für den Auftrieb gelten:

AS = AR (12)

⇒ U2
∞S

· cAS = U2
∞R

· cAR (13)

⇔ cAS = cAR ·
U2
∞R

U2
∞S

(14)

⇒ caS = 0, 5 ·
(70m/s)2

(40m/s)2 = 1, 5313 (15)



F 2004 NPO V

Der Auftrieb des Tragflügels wird lediglich durch den ersten Fourier-Koeffizienten
repräsentiert und es gilt nach Gl. (6.68):

cA =
π · ∆ · A1

2 · b · U∞

(16)

⇒ A1S =
cAS · 2 · b · U∞S

π · ∆
(17)

mit (3) folgt:

A1S =
1, 5313 · 2 · 10m · 40m/s

π · 5
= 77, 9859m2/s (18)

Mit der in der Aufgabenstellung angegebenen Gleichung folgt:

A3S

bU∞S

=

[
2 · ∆ · αg +

A1S · 4

U∞S
dca
dα

∣∣
2d · t

]
·

1[
12 + 4b

dca
dα |2d

· t

] (19)

⇒ A3S =
2 · ∆ · αg · b · U∞S +

A1S ·4·b
dca
dα ·t

12 + 4·b
dca
dα ·t

(20)

⇒ A3S =
2 · (−0, 1014) · 10m · 40m/s + 77,9859m2/s·40m

2π·2m

12 + 40m
2π·2m

= 11, 0068m2/s (21)

d) Nach Gl. (6.7) besteht zwischen dem lokalen Auftriebsbeiwert ca und der Zirkula-
tionssträrke Γ folgender Zusammenhang:

Γ(y) =
U∞

2
· ca(y) · t(y) (22)

⇒ ca(y) =
2 · Γ(y)

U∞S · t
(23)

Die Zirkluationsstärke berechnet sich in Abhängigkeit der Fourier-Koeffizienten
gem. Gl. (6.55):

Γ(ϑ) =
M∑

n=1

An · sin nϑ (24)

hier : Γ(ϑ) = A1S · sin ϑ + A3S · sin 3ϑ (25)

(25) in (23) liefert:

ca(ϑ) =
2

U∞S · t
(A1S · sin ϑ + A3S · sin 3ϑ) (26)

Die notwendige Bedingung für einen Extremwert lautet:

dca(ϑ)

dϑ
6= 0 (27)

dca(ϑ)

dϑ
=

2

U∞S · t
· (A1S · cos ϑ + 3A3S · cos 3ϑ) 6= 0 (28)
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⇒ A1S · cos ϑ + 3A3S · cos 3ϑ = 0 (29)

⇒ A1S · cos ϑ + 12A3S · cos3 ϑ − 9A3S · cos ϑ = 0 (30)

1) cosϑ = 0 ⇒ ϑ = π/2 (31)

Gl.(6.24) : y =
b

2
cos ϑ ⇒ y = 0 (32)

ca(ϑ = π/2) =
2

U∞S · t
(A1S − A3S) (33)

=
2

40m/s · 2m
·
(
77, 9859m2/s − 11, 0068m2/s

)
(34)

⇒ ca(ϑ = π/2) = 1, 6745 (35)

2) A1S + 12A3S · cos2 ϑ − 9A3S = 0 (36)

⇔ cos2 ϑ =
9A3S − A1S

12A3S

=
1

12

(
9 −

A1S

A3S

)
(37)

cosϑ = ±

√
1

12
·
(

9 −
A1S

A3S

)
(38)

⇒ cos ϑ = ±

√
1

12
·
(

9 −
77, 9859

11, 0068

)
= ±0, 3995 (39)

⇒ y =
b

2
cosϑ = ±0, 3995 ·

10m

2
= ±1, 9973 (40)

ϑ1 = arccos(0, 3995) = 1, 1599 (41)

ϑ2 = arccos(−0, 3995) = 1, 9817 (42)

ca(ϑ1, ϑ2) =
2

40m
s · 2m

·
(

77, 9859
m2

s
· sin ϑ1 + 11, 0068

m2

s
· sin 3ϑ1

)
(43)

⇒ ca(ϑ1, ϑ2) =1, 6961 > ca(ϑ = π/2) (44)

⇒ camax tritt bei y = ±1, 9973m auf (45)

e) Bei einer aerodynamischen Schränkung ist der Anstellwinkel α (Winkel zwischen
Anströmrichtung und Profilebene) konstant über der Spannweite. Die Variation des
geometrischen Anstellwinkels αg wird durch Verwendung eines Profilstraks erzielt,
der unterschiedliche Nullauftriebswinkel aufweist. Die Schränkung ∆αg entspricht
im Falle einer aerodynamischen Schränkung damit der betragsmäßigen Änderung
des Nullauftriebswinkels (siehe auch Abb. 6.3 im Skript). Zu beachten ist, daß bei
einer Reduktion von αg bei konstantem α der Nullauftriebswinkel weniger negativ
wird und damit absolut zunimmt. Es gilt daher:

∆αgR = αgIIR
− αgIR

= −∆αA=0 = − (αA=0II − αA=0I ) (46)
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Nach der Skelett-Theorie berechnen sich die Birnbaumkoeffizienten der 1. N.U.
gem. Gl. (2.62) zu:

A1II − A1I = −2 (αA=0II − αA=0I ) (47)

⇒ A1II − A1I = 2 · ∆αgR (48)

Mit Gl. (2.49) folgt daraus für die Wölbungsänderung:

∆f

t
=

fII

t
−

fI

t
=

1

4
· (A1II − A1I ) =

1

2
∆αg (49)

⇒
∆f

t
= −

1

2
· 0, 1014 = −0, 0507=̂ − 5, 07% (50)
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

x

z

U∞

α∗

ACanard AFlügel

xSP

xFl

SP

(a) 2D Seitenansicht

x/t

z/t

1

ε +η

(b) 2D Detailansicht Canard

Betrachtet werde eine “Entenkonfiguration” bei inkompressibler Umströmung, siehe Skizze. Es
soll zunächst das Profil des Canards unter Anwendung der Skelett-Theorie analysiert werden.
Der Canard sei um den Winkel ε gegenüber der x-Achse angestellt und hat eine Klappe der
relativen Tiefe von 25%.

a) Stellen Sie unter Annahme kleiner Klappenwinkel η (sin η ≈ tan η ≈ η) die Gleichun-
gen für Kontur und Steigung der Skelettlinie des Canardprofils auf. Beachten Sie die
Vorzeichenkonvention für η.

b) Die Skelettlinie soll durch die ersten beiden Normalverteilungen angenähert werden.
Berechnen Sie die Koeffizienten A0(ε, α

∗, η) und A1(ε, α
∗, η) sowie den Auftriebsbeiwert

caCanard,2D(ε, α∗, η).

Nun soll die 3D Konfiguration betrachtet werden. Canard und Flügel besitzen elliptischen
Grundriss mit geraden t/4-Linien und sind ungeschränkt. Die Fluggeschwindigkeit sei zunächst
U∞ = 50 m/s und die Dichte ρ∞ = 1.2 kg

m3 . Die Entfernung der t/4-Linien von Flügel und
Canard entsprechend der Skizze ist xFl = 5 m. Die Rücklage des Schwerpunkts xSP ist noch
zu bestimmen. Die Spannweite b und die Profiltiefe an der Wurzel t1 für den Flügel und den
Canard sind gegeben durch:

bFlügel = 8 m t1,Flügel = 1.5 m
bCanard = 2 m t1,Canard = 0.5 m

c) Welcher Anströmwinkel α∗

50 in [◦] ist erforderlich wenn der Tragflügel bei stationärem
Flug einen Auftrieb von 5000 N liefern muss. Vernachlässigen Sie dabei den induzierten
Abwind des Canards.

Beim betrachteten stationären Flugzustand ist der Klappenwinkel η = 0◦. Der Einstellwinkel
des Canard ist ε = 2◦. Der Zusammenhang zwischen dem zwei- und dem dreidimensionalen
Auftriebsbeiwert des Canards ist gegeben durch:

cACanard,3D = caCanard,2D

ΛCanard

ΛCanard + 2
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d) Berechnen Sie das Moment MSP um den Schwerpunkt infolge der Auftriebskräfte von
Canard und Flügel! Bestimmen Sie die Position xSP wenn stationärer Horizontalflug
gefordert ist!
Anm.: Der Beitrag des Canard-Moments um seinen t/4-Punkt kann bei der Bestimmung
von MSP vernachlässigt werden.

e) Bestimmen Sie den Anströmwinkel α∗

70 für U∞ = 70 m/s bei dem der Flügel den glei-
chen Auftrieb wie in Teil c) produziert. Welcher Klappenwinkel η70 ist am Canard für
stationären Flug einzustellen?

f) Welche Bedingung muss im Neutralpunkt des Flugzeuges erfüllt sein? Wie wird sich
eine positive Wölbung des Tragflügelprofils bei unveränderten Werten ε, α∗, η qualitativ
auf die Lage des Schwerpunkts auswirken (mit Begründung!). Welche Auswirkungen hat
dies auf die statische Längsstabilität wenn die Lage des Neutralpunkts unabhängig von
der Wölbung des Flügels ist?

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschritten
muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!

2 / 2
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

a) Neben kleinen Klappenwinkeln η seien der Einfachheit halber auch kleine Winkel ε an-
genommen. Diese Annahme ist plausibel und hat keinen wesentlichen Einfluss auf das
Ergebnis. Die Konturlinie besteht aus zwei Geraden, jeweils für den vorderen Teil der
Skelettlinie und die Klappe. Die Unterscheidung der beiden Fälle ist explizit anzugeben.

Konturlinie:

z

t
=

{
0.75ε − x

t ε = ε
(
0.75 − x

t
)

für 0 ≤ x
t ≤ 0.75

−(ε + η) ·
(x

t − 0.75
)

0.75 < x
t ≤ 1

Steigung:

d(z/t)

d(x/t)

{
−ε für 0 ≤ x

t ≤ 0.75

−(ε + η) 0.75 < x
t ≤ 1

Vorzeichen: ε und η sind beide im UZS positiv definiert

b) Die Koeffizienten A0 und A1 der Skelett-Theorie können durch die Gleichungen (2.30)
und (2.31) aus dem Skript bestimmt werden.

A0 = α∗ −
1

π

∫ π

0

d(z/t)

d(x/t)
dϕ (1)

A1 = −
2

π

∫ π

0

d(z/t)

d(x/t)
· cos ϕ dϕ (2)

Dabei ist zu beachten, dass diese Gleichungen ein Integration über die Winkelkoordinate
ϕ durchführen. Dadurch ergeben sich veränderte Werte für die Integrationsgrenzen der
beiden oben genannten Gebiete.

Integrationsgebiet:
x 0 0.75 1

ϕ π π/3 0

Einsetzen der Kontursteigungen aus Teil a) in Gl. (1) und (2) führt auf die Koeffizienten
A0(ε, α

∗, η) und A1(ε, α
∗, η). Dabei ist der Rechenweg anzugeben.

A0 =α∗ −

(∫ π/3

0
−(ε + η) dϕ +

∫ π

π/3
−ε dϕ

)

=α∗ +
1

π

(π

3
(ε + η) + πε) −

π

3
· ε

)

=α∗ + ε +
η

3

A1 = −
2

π

(∫ π/3

0
−(ε + η) · cos ϕ dϕ +

∫ π

π/3
−ε · cos ϕ dϕ

)

=
2

π

(
(ε + η) · sin ϕ|π/3

0 + ε · sin ϕ|ππ/3

)

=
2

π

(
(ε + η)

√
3

2
− ε

√
3

2

)

= η

√
3

π
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Der Auftriebsbeiwert caCanard,2D(ε, α∗, η) lässt sich entsprechend Gl. (2.35) durch A0 und
A1 darstellen

cacanard,2D(ε, α∗, η) = π(2A0 + A1)

= 2π ·
(

α∗ + ε +
2

3

)
+ π · η ·

√
3

π

= 2π(α∗ + ε) + η ·
(

2π

3
+

√
3

)
(3)

c) Für den Auftrieb am Flügel gilt

A = cA · q∞ · F

mit

F =
π

4
· b · t = 9.425m2 der Fläche des ellipt. Flügels

q∞ =
ρ∞
2

· U2
∞

= 1500
kg

m · s2
dem Staudruck

Der Auftriebsbeiwert des endlichen Flügels cA lässt sich auch schreiben als

cA =
dcA

dα
· α (4)

wobei dcA
dα der Auftriebsgradient des endlichen Flügels ist. Für diesen gilt unter Verwen-

dung des 2d–Auftriebsgradienten der ebenen Platte nach der Einfachen Traglinientheorie
Gl. (6.52)

dcA

dα
=

2 · πΛ

Λ + 2
= 4.854 mit der Streckung Λ =

b2

F
= 6.791

Der Anstellwinkel α in Gleichung (4) entspricht dem Winkel α∗ der Aufgabenstellung da
der Flügel gegenüber dem gegebenen Koordinatensystem keine Anstellung hat. Einsetzen
der Werte führt somit zu

α∗ =
A

q∞ · F · dcA
dα

=
5000N

1500 kg
ms2 · 9.425m2 · 2π·6.791

2+6.791

= 0.0729 rad = 4.175◦

d) Die Gleichung für Momentengleichgewicht um den noch unbekannten Schwerpunkt xsp
lautet

Msp = Acanard · xsp − AF L · (xF L − xsp) = 0 (5)

Da der Flügel eine eben Platte ist erzeugt er kein Moment um seinen t/4-Punkt, das
Moment des Canards wird wie angegeben vernachlässigt.

Der Auftrieb des Flügels ist in Teil c) zu

AF L = 5000N

angegeben. Für den Auftrieb des Canards lässt sich ein Zusammenhang wie in Teil c)
aufstellen, wobei der Winkel α in Gleichung (4) hier der Summe α∗ + ε entpricht.

Acanard = cAcanard · q∞ · Fcanard = q∞ · Fcanard ·
dcAcanard

dα
· (α∗ + ε)
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Da der Klappenwinkel zu η = 0◦ gegeben ist handelt es sich hier bei dem Canard auch um
eine ebene Platte, wodurch wiederum der 2d–Auftriebsgradient von 2π angesetzt werden
kann. Dies führt zu einem Auftrieb des Canards von

Acanard = q∞ · Fcanard · 2π
Λcanard

Λcanard + 2
· (α∗ + ε) = 572.825N

und damit zu einer Schwerpunktslage

xsp =
AF L · xF L

Acanard + AF L
=

5000N · 5m

572.825N + 5000N
= 4.486m

e) Der Flügel soll bei der höheren Geschwindigkeit U∞ = 70m/s ebenfalls einen Auftrieb
von AF L = 5000N erzeugen. Entsprechend den Teilen c) und d) kann angesetzt werden

α∗

70 =
A

q∞,70 · F dcA
dα

mit dem Staudruck q∞,70 =
ρ∞
2

· U2
∞,70 = 2940

kg

ms2

Dies führt auf einen Anstellwinkel

α∗

70 =
5000N

2940 kg
ms2 · 9.4248m2 · 4.8537

= 0.0371 rad = 2.1301◦

Für stationären Flug muss erneut die Bedingung Gl. (5) erfüllt sein. Daraus lässt sich
ableiten, dass

Acanard =
AF L · (xF L − xsp)

xsp
= 572.8N

und somit gilt für den Auftriebsbeiwert des Canards

CAcanard,3D =
Acanard

q∞,70 · Fcanard
= 0.2481

Verwendet man die angegebene Beziehung, so führt das auf einen Auftriebsbeiwert im
Profilschnitt von

Cacanard,2D = CAcanard,3D ·
Λcanard + 2

Λcanard
= 0.3455

Bereits in Aufgabenteil b) wurde eine Beziehung zwischen Cacanard,2D und α∗ und η
hergeleitet, Gl. 3.

Cacanard,2D = 2π · (α∗ + ε) + η70 ·
(

2π

3
+

√
3

)

Gleichsetzen und Auflösen nach η70 führt zu

η70 =
CAcanard,2D − 2π · (α∗ + ε)

2π
3 +

√
3

= −0.0281 rad = −1.6◦

f) Die Bedingung im Neutralpunkt ist

dcm

dcA
= 0

wobei hier auch alternative Formulierungen möglich sind.
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Ein positiv gewölbter Flügel erzeugt ein negatives Nullmoment. Betrachten wir Gl. 5
für das Momentengleichgewicht, so muss diese Gleichung um einen Mommenten–Beitrag
MF L des Flügels erweitert werden

Msp = Acanard · xsp − AF L · (xF L − xsp) + MF L mit MF L < 0

Damit ändert sich die Lage des Schwerpunkts zu

xsp =
AF L · xF L − MF L

Acanard + AF L

Da nicht nur der zusätzliche Beitrag MF L dazu kommt, sondern eine positive Wölbung
bei sonst gleichen Parametern auch den Auftrieb AF L erhöht wird der Schwerpunkt xsp
weiter hinten liegen müssen. Damit kommt er näher an den Neutralpunkt heran und die
Längsstabilität nimmt ab.

xsp ↑ da AF L ↑ , MF L < 0 ⇒ Stabil. ↓
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geben Sie beide Koeffizienten an. Verwenden Sie dann Gl. (1) für das Wurzelbiegemo-
ment der rechten Flügelhälfte um den Koeffizienten A′

3 zu bestimmen. Berechnen Sie
ausserdem analog zu Teil c) den Profil–Widerstand sowie den induzierten Widerstand
und geben Sie das Verhältnis A/W ′

ges an.

Mx,Wurzel =
1

8
b2ρU∞

(2

3
A1 +

π

4
A2 +

2

5
A3

)
(1)

e) Leiten Sie Gl. (1) für das Wurzelbiegemoment der rechten Flügelhälfte her. Verwenden
Sie dabei die Beziehung

∫
sin mx sin nxdx =

{ 1
2
x − 1

4m sin 2mx für |m| = |n|
sin(m−n)x
2(m−n)

− sin(m+n)x
2(m+n)

für |m| 6= |n|

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschritten
muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

Betrachtet werden soll der Flügel für ein Langstreckenflugzeug, ähnlich dem GlobalFlyer.
Der Einfachheit halber sei der Flügel als rechteckig mit Schränkung angenommen und es
werde stets der stationäre Horizontalflug vorausgesetzt. Die Strömung kann als inkompressibel
angesehen werden und soll mit der einfachen Traglinientheorie analysiert werden.

Im ersten Teil der Aufgabe sei der Flügel so geschränkt, dass im Auslegungspunkt gerade eine
elliptische Zirkulations–Verteilung vorliegt. Folgende Daten sind gegeben:

b = 31,6 m U∞ = 90 m/s
t = 1,2 m ρ∞ = 0,41 kg/m3

G = 70000 N

a) Berechnen Sie den Koeffizienten A1 für eine elliptische Γ–Verteilung und den mittleren
Auftriebsbeiwert cA. Bestimmen Sie auch den maximalen lokalen Auftriebsbeiwert ca,max.

b) Bestimmen Sie anhand der gegebenen Profilpolare den Auftriebsgradienten dca
dα

∣

∣

2d
in-

nerhalb des linearen Bereichs und geben Sie den Nullauftriebswinkel des Profils an.
Berechnen Sie damit den geometrischen Anstellwinkel an der Wurzel αg(y = 0) und am
Tip αg(y = b/2) sowie den lokalen Anstellwinkel an beiden Positionen.

c) Nun soll der Widerstand des Tragflügels bestimmt werden. Ermitteln Sie zunächst den
Reibungswiderstand WP . Legen Sie dabei den Widerstandsbeiwert des Profils cwP an-
hand der Polare für den mittleren Auftriebsbeiwert des Flügels cA zugrunde. Berechnen
Sie dann den induzierten Widerstand Wi, sowie den Gesamtwiderstand Wges = Wi +WP

und schließlich die aerodynamische Güte A/Wges.

Die elliptische Zirkulations–Verteilung führt im Rahmen der Traglinientheorie bei gegebener
Spannweite zu minimalem induzierten Widerstand. Praktisch interessanter ist es aber in der
Regel, minimalen Widerstand für ein gegebenes Flügelgewicht zu erreichen. Das Gewicht eines
Flügels hängt dabei im Wesentlichen von der notwendigen Steifigkeit der Struktur und damit
direkt von den auftretenden Biegemomenten ab.

Im Folgenden soll nun ein Flügel betrachtet werden, der mit einer um 10% grösseren Spann-
weite den gleichen Auftrieb erzeugt und dabei das gleiche Biegemoment an der Flügelwurzel
Mx,Wurzel hat wie der Flügel im ersten Aufgabenteil. Wegen des gleichen Biegemoments wird
das Flügelgewicht trotz der grösseren Fläche dabei näherungsweise konstant bleiben.

b′ = 1, 1 · b t′ = t
M ′

x,Wurzel = Mx,Wurzel G′ = G

d) Es sollen die Koeffizienten A′

1, A
′

2, A
′

3 der nicht–elliptischen Γ–Verteilung bestimmt wer-
den. Überlegen Sie zunächst, welche Bedingungen für A′

1 und A′

2 gelten müssen und

1 / 3
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Der Auftriebsgradient ist grösser als die theoretischen 2π der ebenen Platte, da sowohl
die Dicke des Profils als auch der (nicht völlig zu vernachlässigende) Einfluss der Kom-
pressibilität den Gradienten erhöhen.

Der Nullauftriebswinkel ist entsprechend der Polare

α(ca = 0) = −5◦ = −0.08727rad.

Nun sollen der geometrische und der lokale Anstellwinkel des Flügels jeweils an der
Flügelwurzel und aussen am Tip best immt werden. Der geometrische Anstellwinkel
(αg) ist der Winkel zwischen der ungestörten Anströmung und der Nullauftriebsrichtung
des Profils, während der eigentliche Anstellwinkel (α) den Winkel zwischen ungestörter
Anströmung und der Profil–Sehne bezeichnet.

Hier sind zwei alternative Wege möglich den geometrischen Anstellwinkel zu bestim-
men. Der erste verwendet die Gleichung (Skript Gl. 6.63), basierend auf der Einfachen
Traglinientheorie. Der zweite Weg verwendet die gegebene Polare und den induzierten
Anstellwinkel nach (Skript Gl. 6.41). Beide Möglichkaiten führen (im Rahmen der Able-
segenauigkeit) zum gleichen Ergebnis.

Weg 1 Anhand der Formel (Skript Gl. 6.63)

2 sin ϑαg(ϑ) =
M∑

n=1

An

bU∞

sin nϑ
[ 4b sin ϑ

dca
dα

∣

∣

2d
t(ϑ)

+ n
]

αg(ϑ) =
A1

2bU∞

[4b sin ϑ
dca
dα

∣

∣

2d
t

+ 1
]

für M = 1

und den Ergebnissen aus Gl. (1) und Gl. (3) kann der geometrische Anstellwinkel
an den Positionen
Wurzel: y = 0 ϑ = π/2
Tip: y = b/2 ϑ = 0

berechnet werden. Der lokale Anstellwinkel ist auf die Sehne bezogen, statt der
Nullauftriebsrichtung. Damit kann er aus dem geometrischen Anstellwinkel und dem
Nullauftriebswinkel bestimmt werden

α = αg + α(ca = 0). (4)

Damit ergeben sich folgende Werte:

Wurzel: αg(π/2) = 11.58◦ α(π/2) = 6.58◦

Tip: αg(0) = 0.77◦ α(0) = −4.23◦

Weg 2 Mit der Polare kann für den lokalen Auftriebsbeiwert ca jeweils der Winkel zwi-
schen Profilsehne und lokaler Anströmrichtung bestimmt werden. Berücksichtigt
man dazu den Winkel zwischen lokaler und ungestörter Anströmung, den induzier-
ten Anstellwinkel αi, so erhählt man den lokalen Anstellwinkel.

α = αPolare + αi

Der induzierte Anstellwinkel ist bei elliptischer Zirkulationsverteilung konstant

αi =
cA

πΛ
=

1.1117

π26.33
= 0.01344 rad = 0.77◦

Das lokale ca kann mit Gl. (2) berechnet werden. Damit erhält man
Wurzel: ca(π/2) = 1.41 αPolare(π/2) ≈ 5.8◦

Tip: ca(0) = 0 αPolare(0) ≈ −5◦

F 2005 NPO V

Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

Das betrachtete Langstreckenflugzeug ist an den GlobalFlyer angelehnt, der Anfang 2005 Non–
Stop die Erde umrundet hat. Die Anströmung entspricht einem Flug mit Ma∞ = 0, 3 in 10000
m Höhe. Die Aufgabe soll durch Anwenden der einfachen Traglinientheorie gelöst werden.
Dabei ist (wegen Ma∞ = 0, 3) eine inkompressible Strömung anzunehmen.

a) Es liegt eine elliptische Zirkulationsverteilung vor, d.h. lediglich der 1. Fourier–Koeffizient
A1 6= 0. Der Auftrieb ist für stationären Horizontalflug gleich der Gewichtskraft, A = G.
Mit (Skript Gl. 6.67)

A =
π

4
bρU∞A1

ergibt sich

A1 =
4G

πbρU∞

= 76.4354 m2/s (1)

Der Auftriebsbeiwert cA berechnet sich entweder mit (Skript Gl. 6.68)

cA =
πΛA1

2bU∞

= 1.1117 mit Λ =
b

t
= 26.33

oder mit

cA =
A

q∞F
=

A
ρ
2U2

∞
F

= 1.1117

Der lokale Auftriebsgradient bestimmt sich mit Hilfe von (Skript Gl. 6.7)

Γ(y) =
U∞

2
ca(y)t(y)

und Γ1 = A1 zu

ca(ϑ) =
2Γ(ϑ)

U∞t(ϑ)
=

2Γ1 sin ϑ

U∞t(ϑ)
=

2A1 sin ϑ

U∞t(ϑ)
. (2)

Die Lage des maximalen Auftriebsbeiwerts kann durch dca
dϑ = 0 bestimmt werden

dca

dϑ
=

2A1 cos ϑ

U∞t
= 0 ⇒ ϑ =

π

2

Alternativ lässt sich aber auch argumentieren, dass bei einer elliptischen Γ–Verteilung
das Maximum in der Mitte, also bei ϑ = π

2 , liegen muss. Damit berechnet sich ca,max zu

ca,max = ca(ϑ =
π

2
) =

2A1

U∞t
= 1.4155

b)
Innerhalb des linearen Bereiches lässt sich der Auftriebsgradient
dca
dα

∣

∣

2d
durch einen Differenzenquotienten bilden.

dca

dα

∣

∣

2d
=

∆ca

∆α

Liest man aus der Polare zum Beispiel die Werte
ca,1 = 0 α1 ≈ -5◦= -0.08727 rad
ca,2 = 1.31 α2 ≈ 5◦= 0.08727 rad

ab , so ergibt sich der Auftriebsgradient zu

dca

dα

∣

∣

2d
=

ca,2 − ca,1

α2 − α1
= 7.5057(≈ 1.2 · 2π). (3)

ca

cm
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Gewicht durch die um 10% vergrösserte Fläche sei als relativ klein anzunehmen und werde
vernachlässigt.

Um bei vergrösserter Spannweite und gleichem Wurzelbiegemoment den gleichen Auftrieb wie
mit elliptischer Zirkulationsverteilung zu erhalten muss der Flügel inboard loaded sein. Das
heisst, die ca–Verteilung wird im Bereich des Innenflügels überhöht, während der Aussenbe-
reich, in dem die Auftriebskräfte einen längeren Hebelarm zur Wurzel haben, weniger stark
belastet wird.

d) Der Koeffizient A′

1 bestimmt nach (Skript Gl. 6.67) zusammen mit der Spannweite b den
Auftrieb des Flügels. Da dieser gegenüber dem ersten Aufgabenteil gleich bleiben soll
kann A′

1 berechnet werden aus

A ∼ bA1 ⇒ bA1 = b′A′

1.

Es folgt, dass

A′

1 = A1
b

b′
= A1

1

1.1
= 69.4868.

Da stationärer Horizontalflug angenommen wird, muss eine symmetrische Zirkulations-
verteilung vorliegen. Damit ergibt sich für den antimetrischen Anteil A′

2

A′

2 = 0

Der Koeffizient A′

3 gibt den nicht–ellitptischen Anteil an. Da der Flügel inboard–loaded
sein soll, also mit einer ca–Verminderung im Tipbereich, kann ein negativer Wert für A′

3

erwartet werden. Zur Bestimmung wird die angegebene Gleichung verwendet.

Das Wurzelbiegemoment des Flügels mit elliptischer Γ–Verteilung berechnet sich zu

Mx,Wurzel =
1

8
b2ρU∞

2

3
A1 = 2.3470 × 105 Nm.

Gleichsetzen der Biegemomente

M ′

x,Wurzel = Mx,Wurzel

Einsezten von A′

1 und A′

2 und Auflösen nach A′

3 führt zu

A′

3 =
(8Mx,Wurzel

b′2ρU∞

−
2

3
A′

1

)5

2
= −10.53 m2/s

Der Profilwiderstand lässt sich wieder für das mittlere c′A aus der Polare ablesen.

c′A =
πΛ′A′

1

2b′U∞

=
πA′

1

2tU∞

= 1.0106 m2/s

⇒ c′w,P = 6.3 × 10−3

W ′

P = c′w,P
ρ

2
U2
∞

b′t = 436.36 N

Für den induzierten Widerstand gilt nach (Skript Gl. 6.72)

W ′

i =
πρ

8
(A′

1
2
+ 3A′

3
2
) = 830.95 N
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Für den geometrischen Anstellwinkel gilt dann analog zu Gl. (4)

αg = α − α(ca = 0).

Damit ergeben sich folgende Werte:

Wurzel: αg(π/2) = 11.57◦ α(π/2) = 6.57◦

Tip: αg(0) = 0.77◦ α(0) = −4.23◦

c) Anhand der Polare soll der Profil– (oder Reibungs–) Widerstand des Flügels bestimmt
werden. Tatsächlich müsste dazu die spannweitige cw,P –Verteilung, die von der spannwei-
tigen ca–Verteilung und dem Verlauf der Widerstandspolare abhängt, integriert werden.
Zur Vereinfachung soll hier aber lediglich ein cw,P basierend auf dem mittleren Auftrieb
cA berechnet werden.

Für cA nach Teilaufgabe erhält man

cA = 1.1117 ⇒ cw,P = 6.7 × 10−3.

Der dimensionsbehaftete Profil–Widerstand be-
rechnet sich dann zu

WP = cw,P q∞F = cw,P
ρ

2
U2
∞

bt = 421.87 N 

cw,P

ca

6.7

1.1

Für den induzierten Widerstand kann die Formel (Skript Gl. 6.72) verwendet und für die
geforderte elliptische Zirkulations–Verteilung vereinfacht werden

Wi =
πρ

8

M∑

n=1

nA2
n =

πρ

8
A2

1 = 940.66 N für M = 1.

Damit ist der Gesamtwiderstand

Wges = WP + Wi = 1362.5 N

und die aerodynamische Güte

A

Wges
= 51.37 N

Die elliptische Zirkulations–Verteilung führt im Rahmen der Traglinientheorie bei gegebener
Spannweite zu minimalem induzierten Widerstand. Tatsächlich ist aber beim Flugzeugentwurf
meistens nicht eine Spannweite vorgegeben (es sei denn äussere Zwänge oder Regeln erfor-
dern dies), sondern es wird ein Flügel gesucht, der bei möglichst geringem Eigengewicht die
bestmögliche aerodynamische Güte aufweist.

Das Gewicht eines Flügels hängt dabei im Wesentlichen ab von der Strukur–Steifigkeit, die
notwendig ist um die Belastungen durch Gewicht, aerodynamische Kraäfte, usw., zu tragen.
Hier ist die Grösse der auftretenden Biegemomente, und vor allem des grössten Biegemoments
an der Flgelwurzel, von Bedeutgung. Die folgende Teilaufgabe beschäftigt sich deshalb mit
der Frage nach einem Flügel mit höherer aerodynamischer Güte bei gleichbleibendem Wurzel-
biegemoment, und damit in erster Näherung bei gleichbleibendem Gewicht. Das zusäztliche
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Damit ist der Gesamtwiderstand des inboard loaded Flügels

W ′

ges = W ′

P + W ′

i = 1267.3 N

und die aerodynamische Güte

A

Wges
= 55.24 N

Dies entspricht einer Verbesserung der aerodynamischen Güte gegenüber dem gleich
schweren Flügel mit elliptischer Γ–Verteilung um ca. 7.5%.

e) Das gesamte Biegemoment an der Wurzel ergibt sich durch eine Integration des Biege-
momentenverlaufs

dMx,Wurzel(y) = dA(y)y

über der Halbspannweite der rechten Tragfläche (von 0 ≤ y ≤ b
2). Transformation von

y zu ϑ, Einsetzen des differentiellen Auftriebs nach (Skript Gl. 6.64) und Anwenden des
Additionstheorems (Skript Gl. 6.83) führt auf

dMx,Wurzel(ϑ) = dA(ϑ)
b

2
cos ϑ

= −
b2

4
ρU∞ sin ϑdϑ

M∑

n=1

An sin nϑ cos ϑ

= −
b2

8
ρU∞

M∑

n=1

An sin nϑ sin 2ϑdϑ

Dieser Ansatz findet sich so auch im Skript bei der Behandlung des Rollmoments. Hier
wird lediglich über die gesamte Spannweite integriert, um so das Moment auf den Flügel
um die x–Achse zu erhalten. Statt obiger Herleitung kann man also auch direkt die
Gleichung (Skript Gl. 6.84) verwenden. Die Integration wird analog zu (Skript Gl. 6.85)
durchgeführt, allerdings mit den Grenzen die den rechten Flügel an Stelle des Gesmat-
flügels darstellen.

Mx,Wurzel =

∫ 0

π/2
dMx,Wurzel(ϑ)

= −
b2

8
ρU∞

∫ 0

π/2

[

A1 sin ϑ sin 2ϑ + A2 sin 2ϑ2 + A3 sin 3ϑ sin 2ϑ
]

dϑ

= −
b2

8
ρU∞

[

A1

(sin −ϑ

−2
−

sin 3ϑ

6

)

+ A2

(1

2
ϑ −

1

8
sin 4ϑ

)

+

A3

(sin ϑ

2
−

sin 5ϑ

10

)]∣

∣

∣

0

π/2

Einsetzen und Auflösen führt dann zu

Mx,Wurzel =
1

8
b2ρU∞

(2

3
A1 +

π

4
A2 +

2

5
A3

)
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b/2 = 7m

t a
=

0
.8

m

t i
=

2
m

Im Folgenden soll nun der skizzierte Trapez-
flügel mit Hilfe der einfachen Traglinientheo-
rie untersucht werden.

Zunächst wird der stationäre horizontale Rei-
seflug mit Ma∞ = 0.5, (U∞,R = 150m

s ) und
einem mittleren Auftriebsbeiwert cA = 0.2
betrachtet. Der Flügel ist geometrisch so geschränkt, dass in diesem Flugzustand bei nicht
ausgeschlagener Klappe, d.h. η = 0◦, eine elliptische Γ–Verteilung vorliegt.

c) Wenden Sie die Göthert–Regel an und bestimmen Sie zunächst cA,ik. Berechnen Sie
dann mit der selben Ähnlichkeitsregel αg(ϑ0 = π/4) und αg(ϑ1 = π/2) und bilden Sie
die Differenz ∆αg = αg(ϑ1) − αg(ϑ0) in [◦].

Nun werden die Flugeigenschaften im Langsamflug mit U∞,L = 60m
s betrachtet, wobei Kom-

pressibilitätseffekte vernachlässigbar sind. Dabei tritt für die Schränkung aus c) das maximale
lokale ca im Aussenbereich bei etwa ϑ0 = π/4 auf, was zu einem schlechten Abreissverhal-
ten führt. Durch Ausschlagen der Klappe kann jedoch eine Lastminderung am Aussenflügel
erreicht werden.

Eine Analyse mittels des Multhopp–Verfahrens hat gezeigt, dass für ein ∆α′
g = 1.83◦ das

lokale ca an der Stelle ϑ0 um 20% reduziert wird.

d) Bestimmen Sie den zu diesem ∆α′
g gehörenden Klappenwinkel η′ in [◦] an der Stelle

ϑ0 = π/4.

Hinweise:

– Falls Sie Teilaufgabe c) nicht gelöst haben, verwenden Sie ∆αg = −0.3◦.

– es gilt: αg = α − αA=0

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschritten
muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!

2 / 2
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

z̄

x̄

+η

0 1

0.02

0

Es soll der Tragflügel eines Transportflug-
zeugs mit gewölbtem Profil und Hinterkan-
tenklappe analysiert werden. Zunächst wer-
de das Profil betrachtet, das durch seine
Skelettlinie gegeben ist (siehe Skizze). Die
Wölbung und alle Winkel seien dabei als
klein anzusehen.

Die Zirkulationsverteilung des Profils in Abhängigkeit des Klappenwinkels η (in [rad]) werde
näherungsweise durch die folgenden drei Birnbaum–Koeffizienten beschrieben:

A0 = α∗ − 0.001 + 0.25η
A1 = 0.078 + 0.45η
A2 = −0.0023 + 0.32η

Setzen Sie α∗ = 0◦ für die Teilaufgaben a) und b).

a) Bestimmen Sie ca und cm für den Klappenwinkel η = 0◦. Stellen Sie den Nullauftriebs-
winkel αA=0(η) als Funktion des Klappenwinkels dar. Zeigen Sie, dass die Änderung des
Auftriebs durch Ausschlagen der Klappe, also die Klappenwirkung dca

dη , unabhängig von

η ist und geben Sie den Wert für dca

dη an.

b) Die Umströmung des Skeletts hat bei x̄max = 0.6 ein lokales Geschwindigkeits–Maximum.
Geben Sie für η = 3◦ die Störgeschwindigkeit u/U∞ an dieser Position für die Oberseite
an. Betrachten Sie dann das Profil im kompressiblen Reiseflug–Fall mit Ma∞ = 0.5 und
bestimmen Sie die lokale Ma–Zahl Ma(x̄max) an der Oberseite.

Hinweis: Die Beziehung zwischen u und uik kann anhand des linearisierten Druckbeiwerts
ermittelt werden.

Beachten Sie bitte: Fortsetzung auf der nächsten Seite!

1 / 2



H 2005 NPO V

A0 = α∗ − 0.001 + 0.25 π
60

= 0.01209
A1 = 0.078 + 0.45 π

60
= 0.10156

A2 = −0.0023 + 0.32 π
60

= 0.01446

Einzetzen der Koeffizienten und von x̄ = 0.6 in Gl. 3 führt auf

γ

U∞
= 0.2301.

Das ergibt mit Gl. 2 eine maximale Übergeschwindigkeit von

u

U∞
= +

γ/U∞

2
= 0.1150. (4)

Da die Skeletttheorie nur für inkompressible Strömungen gilt, muss für eine Betrachtung
des Reiseflugs bei Ma∞ = 0.5 auf eine Ähnlichkeitsregel zurück gegriffen werden. Da
es sich hier im eine zweidimensionale Profilumströmung mit vorgegebener Geometrie
handelt, bietet sich die Verwendung der 1. Prandtl–Glauert Regel an. Die lokale Ma–
Zahl kann wiederum über die lokale Störgeschwindigkeit u

U∞ ermittelt werden. Dabei ist
aber zu beachten, dass diesmal eine kompressibel korrigierte Geschwindigkeit u benötigt
wird.

Für den Korrekturfaktor β der Ähnlichkeitsregeln gilt

β =

√

1 − Ma2
∞ =

√
3

2
(5)

und der Zusammenhang zwischen kompressibler Strömung und der inkompressiblen Ver-
gleichsströmung ist für die 1. Prandtl–Glauert Regel gegeben durch

cp =
1

β
cp,ik. (6)

Der benötigte entsprechende Zusammenhang zwischen u und utextik kann z.B. über die
Anwendung des linearisierten Druckbeiwerts hergestellt werden. Dieser ist

cp = − 2u

U∞
⇒ u ∼ cp

womit sich fr die Geschwindigkeit u ergibt

u =
1

β
uik. (7)

Einsetzen der inkompressibel bestimmten Übergeschwindigkeit aus Gl. 4 und des Kor-
rekturfaktors aus Gl. 5 in Gl. 7 führt auf die kompressible korrigierte maximale Überge-
schwindigkeit am Profil

u =
1

β
uik =

2√
3
0.1150U∞ = 0.1328U∞ (8)

Damit kann nun die lokale Ma–Zahl an der Stelle x̄ = 0.6 berechnet werden zu

Ma =
U∞ + u

a
=

U∞

a
(1 +

u

U∞
) = Ma∞(1 + 0.1328) = 0.5664
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

a) Es soll zunächst das durch seine Skelettlinie angenäherte Profil mit Klappe eines Trans-
portflugzeugs untersucht werden. Dazu ist die Skeletttheorie zusammen mit den angege-
benen Birnbaum–Koeffizienten zu verwenden. Nach der Skeletttheorie ergeben sich für
die Beiwerte und den Nullauftriebswinkel:

Auftrieb ca allgemein:

ca(η) = π(2A0 + A1) = π(0.076 + 0.95η)

Auftrieb ca mit η = 0◦:

ca = 0.076π = 0.2388

Moment cm allgemein:

cm(η) = −π

4
(2A0 + 2A1 + a2) = −π

4
(0.1517 + 0.172η)

Moment cm mit η = 0◦:

cm = −0.1517
π

4
= −0.1191

Nullauftriebswinkel:

αA=0(η) = −A1

2
− A2

3
= −0.03823 − 0.3317η (1)

Die Aussage, dass die Klappenwirkung dca
dη unabhängig vom aktuellen Klappenwinkel η

ist, kann im Rahmen der linearen Theorie erwartet werden. Um dies jedoch formal zu
zeigen ist der Gradient dca

dη zu bilden. Dazu muss, sofern das nicht oben bereits geschen
war, der Auftrieb als Funtkion von η dargestellt werden.

ca(η) = π(0.076 + 0.95η)

Die Klappenwirkung ergibt sich damit zu

dca

dη
=

d

dη
ca(η) = 0.95π = 2.9845

b) Betrachtet man eine Profilumströmung, so sind Stellen hoher Strömungsgeschwindigkeit
von besonderem Interesse, da diese gleichzeitig mit geringem Druck einher gehen. Für
die Störgeschwindigkeit gilt in der Skeletttheorie

u = ±γ

2
bzw.

u

U∞
= ±γ/U∞

2
. (2)

Da das Geschwindigkeits-Maximum auf der Flügelobersite liegt, ist in Gl. 2 das positive
Vorzeichen (+) zu verwenden.

Die Zirkulation γ
U∞ lässt sich an der Stelle x̄ mit den gegebenen Birnbaum–Koeffizienten

bestimmen zu

γ

U∞
= 2A0

√

1 − x̄

x̄
+ 4A1

√

x̄(1 − x̄) + 8A2(2x̄ − 1)
√

x̄(1 − x̄. (3)

Dazu müssen die Koeffizienten an der Stelle η = 3◦ = π
60

ausgewertet werden
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Abbildung 1: Elliptische Zirkulationsverteilung für Aufgabenteil c).

bestimmt. Es ergibt sich

t(ϑ) = ti − (ti − ta) · cos ϑ

und damit

t(ϑ0) = 1.15147m und t(ϑ1) = 2m (12)

Durch Einsetzen der Ergebnisse aus Gl. (9), (11) und (12) in Gl. (10) können nun die
inkompressiblen Vergleichsgrößen für die geometrischen Anstellwinkel an den Stellen ϑ0 =
π/4 und ϑ1 = π/2 bestimmt werden:

αg,ik

(π

4

)

=
A1

2 · βb · U∞

[

4 · βb ·
√

2

2

2 · π · t(ϑ0)
+ 1

]

= 0, 03165 = 1, 81◦ (13)

αg,ik

(π

2

)

=
A1

2 · βb · U∞

[

4 · βb

2 · π · t(ϑ1)
+ 1

]

= 0, 02679 = 1, 53◦ (14)

Gemäß Gl. (9) gilt für Winkel αg,ik = βαg und damit ist die Differenz

∆αg = αg(ϑ1) − αg(ϑ0) =
1

β
∆αg,ik = −0, 321◦.

d) Um im Langsamflug bei U∞,L = 60m
s den notwendigen Auftrieb erzielen zu können ist

ein wesentlich höherer Auftriebsbeiwert notwendig. Die dafür resultierende Auftriebsver-
teilung für den Flügel aus Teil c) ist in Abb. 2 gezeigt. Man erkennt deutlich, dass das
maximale lokale ca bei etwa 60% der Spannweite, und damit weit aussen am Flügel, liegt.

Durch ein geeignetes Ausschlagen der Klappe kann die Auftriebsverteilung so verändert
werden, dass die ca–Überhöhung im Aussenbereich abnimmt und damit das Abreissver-
halten verbessert wird. Natürlich wird die ca–Verteilung entlang der Spannweite durch
den Klappenausschlag in komplexerer Weise beeinflusst, als es durch die Angabe von
∆α′

g beschrieben werden kann. Die soll hier jedoch als eine Näherung verwendet werden.

Durch den Klappenausschlag verändert sich αg, da αA=0 = αA=0(ϑ) und es gilt

αg = α − αA=0.
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c) Die im Folgenden anzuwendende Traglinientheorie gilt, wie die Skeletttheorie, nur für
inkompressible Strömungen. Um also Flug–Mach–Zahlen von Ma∞ = 0.5 betrachten zu
können muss wiederum eine Ähnlichkeits–Transformation durchgeführt werden.

Zusammengefasst gilt nach der Göthert–Regel (siehe Skript)

cp(x, y, z, α, f, δ,∆) =
1

β2
cp,ik(x, βy, βz, βα, βf, βδ, β∆). (9)

Die gleiche Beziehung besteht für den Auftriebsbeiwert cA, was zusammen mit Gl. (5)
auf

cA,ik = β2cA = 0.15

führt.

Für den geometrischen Anstellwinkel gilt nach der einfachen Traglinientheorie für inkom-

pressible Strömungen

αg(ϑ) =
1

2 sin ϑ

∑ An

b · U∞
· sin nϑ

[

4 · b sin ϑ
dca
dα |2d − t(ϑ)

+ n

]

.

Um damit die inkompressible Vergleichsgröße αg,ik zu bestimmen sind die entsprechenden
verzerrten geometrischen Größen nach Gl. (9) einzusetzen. Das führt zu

αg,ik(ϑ) =
1

2 sin ϑ

∑ An

bik · U∞
· sin nϑ

[

4 · bik sin ϑ
dca
dα |2d − t(ϑ)

+ n

]

. (10)

Die Profiltiefe t —obwohl eine geometrische Größe— muss nicht verzerrt werden, da sie
in x–Richtung verläuft, die nach Gl. (9) nicht verzerrt wird.

Da angegeben ist, dass am Flügel eine elliptische Zirkulationsverteilung vorliegt gilt A1 6=
0, An = 0 für n > 1. Der 1. Fourier–Koeffizient A1 kann allgemein bestimmt werden
aus

A1 =
2 · bik · U∞ · cAik

π · Λik

wobei zu beachten ist, dass wiederum die verzerrten Größen der Vergleichsgeometrie
einzusetzen sind. Zusammen mit der Streckung

Λ =
b2

F
=

b�2

1

2
(ti + ta)�b

= 10

ergibt sich (siehe auch Abb. 1)

A1 =
2 · βb · U∞ · cAik

π · βΛ
= 20, 0535

m2

s
. (11)

Der Verlauf der Profiltiefe t(ϑ) wird durch Anwenden der Transformation cosϑ = y
b/2

auf

den Verlauf t(y) des trapezförmigen Flügels

t(y) = ti − (ti − ta) ·
y

b/2
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Abbildung 2: Zirkulationsverteilung und geometrische Anstellwinkelverteilung ohne ausge-
schlagene Klappe für Aufgabenteil d).

Damit gilt auch

∆αg = ∆α − ∆αA=0

bzw.

∆α′
g − ∆αg = (∆α − ∆αA=0)

′ − (∆α − ∆αA=0) . (15)

Interpretiert man den Klappenausschlag als eine aerodynamische Schränkung des Profils,
so bleibt die geometrische Schränkung des Flügels zwischen den Aufgabenteilen c) und
d) gleich und es ist

∆α′ = ∆α (16)

Durch Einsetzen von Gl. (16) in Gl. (15) ergibt sich

∆α′
g − ∆αg = −∆α′

A=0 + ∆αA=0. (17)

Damit hängt die spannweitige Änderung des geometrieschen Anstellwinkels αg direkt von
der spannweitigen Änderung des lokalen Nullauftriebswinkels αA=0 ab. Es ist ∆αA=0 =
αA=0(ϑ1) − αA=0(ϑ0). Da die Klappe nur am äusseren Teil des Flügels sitzt bleibt das
Profil an der Stelle ϑ1 zwischen c) und d) unverändert und es ist α′

A=0
(ϑ1) = αA=0(ϑ1).

Damit vereinfacht sich Gl. (17) zu

∆α′
g − ∆αg = α′

A=0(ϑ0) − αA=0(ϑ0) (18)

Aus Gl. (1) kann der Nullauftriebswinkel für die Position ϑ0 angegeben werden zu

αA=0(η)|ϑ0
= −0, 03823

für η = 0 aus Teil c) und zu

α′
A=0(η

′)|ϑ0
= −0, 03823 − 0, 3317 · η′

für den unbekannten Klappenwinkel η′.

Einsetzen in Gl. (18) und Auflösen führt dann auf

η′ =
∆α′

g − ∆αg

−0, 3317
= −0, 1131 = −6, 36◦
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

a) Zunächst sind lediglich die geometrischen Gleichungen für die Konturlinie und die Kon-
tursteigung getrennt für den symmetrischen und den antimetrischen Anteil des Profils
anzugeben.

symmetrischer Anteil

z̄s = ±2δx̄(1 − x̄) (1)

dz̄s

dx̄
= ±2δ(1 − 2x̄) (2)

antimetrischer Anteil

z̄a =







η(x̄ − 0, 25) 0 ≤ x̄ ≤ 0, 25

0 0, 25 < x̄ < 0, 75

η(0, 75 − x̄) 0, 75 ≤ x̄ ≤ 1

(3)

dz̄a

dx̄
=







η 0 ≤ x̄ ≤ 0, 25

0 0, 25 < x̄ < 0, 75

−η 0, 75 ≤ x̄ ≤ 1

(4)

b) Entsprechend dem Skript gilt im Überschall für dünne Profile beliebiger Kontur für den
Auftrieb

ca =
4

√

Ma2
∞

− 1
α∗

Bei einer Anströmgeschwindigkeit von Ma∞ =
√

2 wird der Nenner zu eins und es ergibt
sich für den Anstellwinkel

α∗ =
ca

4
=

0.1

4
= 0.025 ≃ 1.43◦

Der Wellenwiderstand im Überschall, dargestellt in Abhängigkeit des symmetrischen und
antimetrischen Anteils, ist

cww =
4

√

Ma2
∞

− 1

[

α∗
2
+

∫ 1

0

[(
dz̄s

dx̄

)2

+

(
dz̄a

dx̄

)2
]

dx̄

]

lässt sich in drei Anteile aufspalten, einen durch den Anstelleffekt und jeweils einen durch
den symmetrischen bzw. antimetrischen Anteil des Profils

cww =
4

√

Ma2
∞

− 1
α∗

2

︸ ︷︷ ︸

Anstellung

+
4

√

Ma2
∞

− 1

∫ 1

0

(
dz̄s

dx̄

)2

dx̄

︸ ︷︷ ︸

symmetr.

+
4

√

Ma2
∞

− 1

∫ 1

0

(
dz̄a

dx̄

)2

dx̄

︸ ︷︷ ︸

antimetr.
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

0.5 1

δ/2

z̄

x̄

(a) symmetrischer Anteil

0.25 0.5 0.75
+η +ηα∗

U∞

z̄

x̄

(b) antimetrischer Anteil

Es wird ein Profil ähnlich dem des Überschallflugzeugs F–104 “Starfighter” betrachtet. Dabei
wird die bikonvexe Profilform durch ein Parabelzweieck angenähert, siehe Skizze (a). Um die
Eigenschaften des für den Überschall ausgelegten Profils im Unterschall zu verbessern, kann es
durch den Einsatz von Klappen an Vorder– und Hinterkante gewölbt werden. Diese Klappen
werden in dem hier betrachteten Fall stets symmetrisch ausgeschlagen, siehe Skizze (b).

Es gilt das Superpositionsprinzip. Die Kontur des gewölbten Profils ergebe sich durch Addition
der Konturlinien des symmetrischen (a) und des antimetrischen (b) Anteils . Ausserdem sind
alle Winkel als klein zu betrachten, so dass gilt γ = sin γ = tan γ.

a) Geben Sie zunächst die Gleichungen der Konturlinie sowie der Kontursteigung getrennt
für den symmetrischen und den antimetrischen Anteil des Profils an.

b) Welcher Anstellwinkel α∗ in [◦] ist nötig, um bei einer Überschallanströmung mit Ma∞ =√
2 einen Auftrieb von ca,ÜS = 0.1 zu erzielen. Bestimmen Sie dafür den Beiwert des

Wellenwiderstands bei einer Dicke von δ = 3.4% im ungewölbten Fall mit η = η1 = 0◦,
und dann für einen Klappenwinkel η = η2 = 1◦.

c) Nun wird die Skelettlinie des Profils in inkompressibler Unterschallströmung betrachtet.
Bestimmen Sie dazu zunächst die Fourier–Koeffizienten A0, A1 und A2 nach Glauert

in Abhängigkeit von α∗ und η. Setzen Sie keine Zahlenwerte für α∗ und η ein. Berechnen
Sie dann die Lage des Druckpunktes im Unterschall xA

t |US allgemein als Funktion des
Verhältnisses A1/A0.

Verwenden Sie in den folgenden Teilen die Näherung der Skelettlinie. Die Kontur ist dann
durch die Birnbaum–Koeffizienten A0 und A1 beschrieben.

d) Stellen Sie den Auftriebsbeiwert ca und den Momentenbeiwert cm für Ma∞ =
√

2 als
Funktion der Birnbaum–Koeffizienten A0 und A1 dar. Geben Sie dann die Lage des
Druckpunktes im Überschall xA

t |ÜS in Abhängigkeit des Verhältnisses A1/A0 an.

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschritten
muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!

1 / 1



F 2006 NPO V

womit für den Druckpunkt folgt

xA

t

∣
∣
∣
US

= −
−π

4
(2A0 + 2A1 + A2)

π (2A0 + A1)
.

Dies kann nun wie gefordert dargestellt werden in Abhängigkeit des Verhältnisses A1/A0

xA

t

∣
∣
∣
US

=
1

2
·
1 + A1/A0

2 + A1/A0

. (8)

d) Es soll nun das Profil im Überschall betrachtet werden, wobeifür den antimetrischen
Anteil die Näherung der Skelettlinie zu verwenden ist, wie sie durch die Birnbaum–
Verteilung mit den Koeffizienten A0, A1 und A2 gegeben wird. Für den Auftriebsbeiwert
gilt wiederum

ca =
4

√

Ma2
∞

− 1
· α∗.

Unter Verwendung der Birnbaum–Verteilung ergibt sich dabei mit

A0 = α∗ +��*0α0 ⇒ α∗ = A0 (9)

der Auftriebsbeiwert als Funktion der Koeffizienten Ai zu

ca =
4

√

Ma2
∞

− 1
· A0

Der Momentenbeiwert ist in allgemeiner Form

cm = −
4

√

Ma2
∞

− 1
·
(

α∗

2
−
∫ 1

0

dz̄a

dx̄
x̄dx̄

)

(10)

Der Ausdruck dz̄a

dx̄ , also die Steigung des antimetrischen Anteils, entspricht dabei der
Steigung der Skelettlinie. Die Form der Skelettlinie, wie sie durch die Koeffizienten A0, A1

und A2 angenähert wird, ist

z̄a = z̄Skelett = z̄0 + z̄1 + z̄2

=������: 0
(A0 − α∗) · (1 − x̄) + A1x̄ (1 − x̄) − �

�>
0

A2x̄

(

1 − x̄ +
8

3
x̄2

)

= A1x̄ (1 − x̄) .

(11)

Damit ist die Steigung der Skelettlinie

dz̄a

dx̄
= A1 (1 − 2x̄) . (12)

Einsetzen von Gl. (9) und (12) in den Momentenbeiwert nach Gl. (10) ergibt

cm = −
4

√

Ma2
∞

− 1
·
(

α∗

2
−
∫ 1

0

dz̄a

dx̄
x̄dx̄

)

= −4

(
A0

2
−
∫ 1

0

A1

(
x̄ − 2x̄2

)
dx̄

)

= −4

(

A0

2
− A1

[
1

2
x̄2 −

2

3
x̄3

]1

0

)

= −2

(

A0 +
A1

3

)

(13)

Damit ist die Lage des Durckpunkts dieses Skeletts im Überschall analog zu Gl. (8)

xA

t

∣
∣
∣
ÜS

= −
cm

ca
= −

4
(A0

2
+ A1

6

)

4A0

=
1

2
+

1

6

A1

A0

. (14)
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Setzt man Gl. (2) und (4) ein und wertet diese Anteile getrennt aus, so ergibt sich

cww,α =
4

√

Ma2
∞

− 1
· α∗

2
= 4α∗

2

cww,s =
4

√

Ma2
∞

− 1

∫ 1

0

4δ2(1 − 2x̄)2dx̄ =
16

3
δ2

cww,a =
4

√

Ma2
∞

− 1

[∫ 0,25

0

(+η)2dx̄ +

∫ 0,75

0,25
(0)2dx̄ +

∫ 1

0,75
(−η)2dx̄

]

= 2η2

Im ungewölbten Fall gibt es keinen antimetrischen Beitrag und durch Einsetzen der Dicke
δ = 3.4% und des Klappenwinkels η = η1 = 0◦ ergibt sich

cww,1 = cww,α + cww,s = 4α∗
2
+

16

3
δ2 = 0, 008665.

Wird die Klappe um den Winkel η = η2 = 1◦ ausgeschlagen, so kommt noch ein antime-
trischer Anteil hinzu und der gesamte Wellenwiderstand ergibt sich zu

cww,2 = cww,α + cww,s + cww,a = cww,1 + cww,a = 0, 008665 + 2η2 = 0, 009275

c) Die Skelettlinie des Profils entspricht dem antimetrischen Anteil. Für die Fourier–
Koeffizienten A0, A1 und A2 nach Glauert ergibt sich für die analytisch gegebene Ske-
lettlinie

A0 = α∗ −
1

π

∫ π

0

dz̄a

dx
dϕ = α∗ −

1

π
������������������:0
[
∫ π

3

0

−ηdϕ +

∫ 2π
3

π
3

0dϕ +

∫ π

2π
3

ηdϕ

]

= α∗ (5)

A1 = −
2

π

∫ π

0

dz̄a

dx̄
· cosϕdϕ =

= −
2

π

[
∫ π

3

0

−η · cosϕdϕ +

∫ 2π
3

π
3

0 · cosϕdϕ +

∫ π

2π
3

η · cosϕdϕ

]

=

= −
2

π

[

[+η · sinϕ]π2π
3

+ [−η · sinϕ]
π
3
0

]

=
2
√

3

π
· η

(6)

A2 = −
2

π

∫ π

0

dz̄a

dx̄
· cos2ϕdϕ = 0 (7)

Die Lage des Druckpunkts xA

t |US bestimmt sich aus

xA

t

∣
∣
∣
US

= −
cm

ca

Anhand der Beziehungen aus der Skeletttheorie ergeben sich der Auftriebs– und der
Momentenbeiwert zu

ca = π(2A0 + A1)

cm = −
π

4
(2A0 + 2A1 + A2)
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c) Bestimmen Sie anhand der Flügelstreckung und des 2D-Auftriebsgradienten aus b) den
Auftriebsgradienten und den geometrischen Anstellwinkel αg in [◦] des Tragflügels.
Ermitteln Sie den Anstellwinkel α des Tragflügels in [◦] relativ zur ungestörten An-
strömrichtung und vergleichen Sie diesen mit dem Wert des 2D-Profilschnitts mit glei-
chem Auftriebsbeiwert. Woraus resultiert der Unterschied?

Im weiteren Verlauf soll das Stabilitätsverhalten und die Flugleistung des Nurflügels für obigen
Flugzustand näher betrachtet werden.

Hinweis: Die folgenden Aufgabenteile sind unabhängig voneinander lösbar.

d) Stellen Sie anhand eines differentiellen Flächenelements der Breite dy (siehe Abb. 1) das
Moment um den t/4-Punkt für diesen Profilstreifen auf und bestimmen Sie damit das
Nickmoment des Tragflügels in [Nm] durch eine Integration entlang der Spannweite.
Ermitteln Sie die Schwerpunktlage des Modells im vorgegebenen Koordinatensystem.
Handelt es sich um einen statisch stabilen Flugzustand unter der Annahme, daß der
Neutralpunkt im t/4-Punkt des Tragflügels liegt?

e) Berechnen Sie den Beiwert des induzierten Widerstands cWi
sowie des Gesamtwider-

stands cW unter der Annahme, daß der Beiwert des Profilwiderstands über die gesamte
Spannweite dem Wert an der Flügelwurzel entspricht.
Bestimmen Sie die aerodynamische Güte cA/cW des Flugmodells.

f) Nun soll die Abhängigkeit des Profilwiderstands von der Reynolds-Zahl berücksichtigt
werden, wobei die Näherungsbeziehung cw(y) ≈ cw(y = 0)

√
Re(y=0)

Re(y)
verwendet werden

kann mit cw(y = 0) als Profilwiderstandsbeiwert an der Flügelwurzel aus Aufgabenteil b).
Berechnen Sie damit den Beiwert des Reibungswiderstandes des Flügels cWPF

in der
Form cWPF

= c · cw(y = 0) und bestimmen Sie den Zahlenwert für c. Der numerische
Wert eines auftretenden Integrals in der Form

∫ 1

0
4
√

1 − z2 dz beträgt 0.874 .

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschritten
muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

t(y) = ti ·

√

1 −

(
2y

b

)2

(elliptisch)

Abb. 1: Flügelgeometrie

Betrachtet wird der stationäre Flugzustand eines Nurflügelmodells mit ungeschränktem Trag-
flügel und gerader t/4-Linie. Der Flügel weist eine elliptische Tiefenverteilung mit einer Spann-
weite von b = 3.0 m und einer Wurzeltiefe von ti = 0.3 m auf. Der Flügel ist durchgängig mit
dem gleichen Profil ausgestattet, dessen Polare auf dem Beiblatt dargestellt ist. Die Masse
des Flugzeugmodells beträgt m = 2.6 kg, die Luftdichte ρ∞ = 1.225 kg/m3, die kinematische
Viskosität der Luft ν = 1.5 · 10−5 m2/s und die Erdbeschleunigung g = 10 m/s2.

Das Flugzeugmodell befinde sich im stationären Streckenflug mit einer Fluggeschwindigkeit
von U∞ = 10 m/s.

a) Berechnen Sie Fläche und Streckung des Tragflügels.
Bestimmen Sie den Gesamtauftriebsbeiwert cA des Flügels sowie den Verlauf des lokalen
Auftriebsbeiwerts ca(y) über der Spannweite.

b) Im folgenden sollen zunächst Eigenschaften des Flügelprofils anhand der theoretischen
Polaren auf dem Beiblatt untersucht werden. Der Momentenbezugspunkt ist dabei der
t/4-Punkt des Profils und die Momentenbezugslänge die Profiltiefe. Die Anstellwinkel
sind relativ zur Profilsehne angegeben.
Bestimmen Sie damit für den vorliegenden Flugzustand folgende Größen für das Wur-
zelprofil:

– Reynolds-Zahl Re
– Profilwiderstandsbeiwert cw

– Profilmomentenbeiwert cm

– Nullauftriebswinkel αA=0 in [◦]
– Auftriebsgradient dca/dα in [1/rad]

Beachten Sie bitte: Fortsetzung auf der nächsten Seite!
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Profilpolare
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c) Gemäß Polare ist der 2D-Auftriebsgradient unabhängig von der Re-Zahl und somit kon-
stant über der Spannweite. Für den Auftriebsgradienten des Tragflügels ergibt sich somit
(vgl. Skript Gl. (6.51)):

dcA

dα
=

dcA

dαg
=

2πΛ
2π

( dca

dα
)
2d

Λ + 2
= 5.4447 (7)

Damit erhält man für den geometrischen Anstellwinkel αg des Tragflügels (vgl. Skript
Gl. (6.49)):

αg = cA ·
πΛ +

(
dca

dα

)

2d(
dca

dα

)

2d
πΛ

= 0.1102 = 6.31 ◦ (8)

Für den Anstellwinkel α des Tragflügels muß der Nullauftriebswinkel αA=0 des Profil-
schnitts berücksichtigt werden

α = αg + αA=0 = 6.81 ◦ (9)

Der erforderliche Anstellwinkel des Profilschnitts für einen Auftriebsbeiwert von ca = 0.60
kann ebenfalls aus der Polare abgelesen werden zu:

α2d = 5.91 ◦ (10)

Die Unterschiede zwischen dem 2D-Profilschnitt und dem Tragflügel resultieren aus den
dreidimensionalen Strömungseffekten am Tragflügel und dem induzierten Abwind αi

αi =
cA

πΛ
= 0.86 ◦ (11)

Dies ist die Differenz zwischen beiden obigen Winkeln.
Alternativ kann der geometrische Anstellwinkel αg auch über den effektiven Anstellwinkel
αe mit Hilfe des induzierten Anstellwinkels αi bestimmt werden:

αe =
cA(

dca

dα

)
2d

=
0.60

6.3025
= 5.45 ◦ (12)

αi =
cA

πΛ
= 0.86 ◦ (13)

αg = αe + αi = 6.31 ◦ (14)

d) Das Moment eines differentiellen Flächenelements der Breite dy um den t/4-Punkt ergibt
sich zu:

dM(y) = cmq∞lrefF (15)

= cmq∞t(y)t(y)dy (16)

Hierin ist für den Momentenbeiwert cm der anhand der Polaren in Aufgabenteil b) ermit-
telte Wert zu setzen. Dieser enthält den auftriebsabhängigen als auch den auftriebsun-
abhängigen Anteil des Profilmoments.
Das Nickmoment des Tragflügels erhält man somit durch eine Integration der differenti-
ellen Momentenbeiträge entlang der Spannweite:

M = cmq∞

∫ b/2

−b/2
t2(y)dy

= 2cmq∞t2i

∫ b/2

0

(
1 −

(
2y

b

))
dy (17)
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

a) Obwohl der Tragflügel aus zwei Halbellipsen um die gerade t/4-Linie zusammengesetzt
ist, stimmt der Tiefenverlauf (wie angegeben) mit dem einer symmetrischen Ellipse über-
ein, wodurch sich für beide Fälle damit auch der gleiche Flächeninhalt ergibt. Die Fläche
des Tragflügels beträgt somit:

F =
π

4
· b · ti = 0.7069m2 (1)

Hiermit erhält man für die Streckung

Λ =
b2

F
= 12.7324 (2)

Zur Ermittlung des Gesamtauftriebsbeiwerts des Tragflügels wird das Kräftegleichge-
wicht in z-Richtung angesetzt:

A = G

cAq∞F = mg

⇒ cA =
A

q∞F
=

mg
̺∞
2 U2

∞
F

= 0.60 (3)

Der Tragflügel ist ungeschränkt und weist eine elliptische Tiefenverteilung auf, wodurch
sich auch eine elliptische Zirkulationsverteilung ergibt. Unter der Voraussetzung eines
konstanten Auftriebsgradienten (vgl. Skript Gl. (6.44) und Beiblatt mit Profilpolaren)
folgt damit für den lokalen Auftriebsbeiwert:

ca(y) = konst. = cA = 0.60 (4)

b) Die Reynoldszahl am Wurzelprofil beträgt

Re =
U∞ · ti

ν
= 200000 (5)

Damit lassen sich aus der entsprechenden Polare folgende Werte ablesen:

Widerstandsbeiwert: cw = 0.014
Profilmomentenbeiwert: cm = +0.05
Nullauftriebswinkel: αA=0 = +0.5 ◦

Der Momentenbeiwert ist dabei auf den t/4-Punkt des Profils bezogen und enthält sowohl
den auftriebsabhängigen als auch den auftriebsunabhängigen Anteil des Profilmoments.
Der Auftriebsgradient des Profils ergibt sich als Steigung der ca − α−Kurve im Bereich
um den Betriebspunkt des Profils (ca = 0.60). Da die Polare bis zu einem Auftriebsbei-
wert von knapp 0.9 weitgehend linear verläuft, kann zur Vermeidung von Ablesefehlern
aus dem Diagramm ein größerer Bereich zur Bildung des Differenzenquotienten gewählt
werden

(
dca

dα

)

2d

=
∆ca

∆α
=

0.88 − 0

8.5◦ − 0.5◦
= 0.1100 [1/◦ ] = 6.3025 [1/rad] (6)
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f) Die angegebene Abhängigkeit des Profilwiderstands von der Re-Zahl läßt sich wie folgt
mit der Flügeltiefe t(y) ausdrücken

cw(y) ≈ cw(y = 0)

√
Re(y = 0)

Re(y)

= cw(y = 0)

√
t(y = 0)

t(y)

= cw(y = 0)

√
ti

t(y)
(24)

Mit Hilfe der angegebenen Tiefenverteilung t(y) = ti

√
1 −

(
2y
b

)2
ergibt sich damit der

Profilwiderstandsbeiwert cWPF
des Tragflügels durch eine Integration entlang der Spann-

weite zu

cWPF
=

cw(y = 0)

F

∫ b/2

−b/2

√
ti

t (y)
t(y)dy

=
cw(y = 0)

F

∫ b/2

−b/2

√
ti

√
t (y)dy

=
2cw(y = 0)

F

∫ b/2

0

√
ti

√√√√
ti

√

1 −

(
2y

b

)2

dy

=
2cw(y = 0)ti

F

∫ b/2

0

4

√

1 −

(
2y

b

)2

dy (25)

Zur Durchführung der Integration empfiehlt sich folgende Substitution

Substitution: z = y
b/2 , dy = b/2 · dz

cWPF
=

2cw(y = 0)ti
b
2

F

∫ 1

0

4
√

1 − z2dz (26)

Der numerische Wert des auftretenden Integrals ist in der Aufgabenstellung angegeben.
Damit erhält man vollends

cWPF
=

cw(y = 0)tib

F
· 0.874

=
cw(y = 0)tib

π
4 tib

· 0.874

=
4

π
· 0.874 · cw(y = 0)

= 1.113 · cw(y = 0) (27)
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Zur Durchführung der Integration kann folgende Substitution gewählt werden:
Substitution: z = y

b/2 ⇐⇒ dy = b/2 · dz Das Nickmoment ergibt sich damit vollends zu:

M = 2cmq∞t2i
b

2

∫ 1

0

(
1 − z2

)
dz

= cmq∞t2i b

[
z −

1

3
z3

]1

0

= cmq∞t2i b ·
2

3

=
1

3
cm̺∞U2

∞
t2i b (18)

mit cm = 0.05 aus der Profilpolaren ergibt sich damit ein Moment von M = 0.522Nm.
Unter der Voraussetzung, daß der Neutralpunkt im t/4-Punkt des Tragflügels liegt, ergibt
sich die Lage des Schwerpunkts im vorgegebenen Koordinatensystem durch Aufstellung
des Momentengleichgewichts in der Form

M − ∆xSP · G = 0 (19)

⇒ ∆xSP =
M

G
=

M

m · g
= 0.02008m (20)

Da der Schwerpunkt vor dem Neutralpunkt liegt, handelt es sich bei dem vorliegenden
Flugfall um einen statisch stabilen Zustand.

Abbildung 1: Schwerpunktslage

e) Der Beiwert des induzierten Widerstands cWi
für einen Tragflügel mit elliptischer Zirku-

lationsverteilung beträgt:

cWi
=

c2
A

πΛ
= 0.009 (21)

Der Gesamtwiderstand des Tragflügels setzt sich aus dem induzierten Widerstand und
dem Reibungswiderstand zusammen, wobei der Beiwert des Reibungswiderstands cw in
diesem Aufgabenteil zunächst als Re-Zahl unabhängig, d. h. als konstant über der Spann-
weite angesetzt werden kann. Für den Gesamtwiderstand cW des Tragflügels ergibt sich
somit:

cW = cw + cWi
= 0.0230 (22)

Die aerodynamische Güte ε des Flugmodells beträgt:

ε =
cA

cW
= 26.07 (23)
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

Betrachtet wird die 2D-Umströmung eines Profils der Tiefe t, das durch seine Skelettlinie
dargestellt werden soll. Die Birnbaumkoeffizienten für das untersuchte S-Schlag-Profil wurden
bereits berechnet und lauten

A0 = α∗ − 1
24

A1 = 0
A2 = −1

8

Zunächst wird das Profil bei inkompressibler Strömung betrachtet.

a) Stellen Sie den Auftriebs- und Momentenbeiwert des Profils in Abhängigkeit von A0 bis
A2 dar. Ist das Profil druckpunktfest?

b) Bestimmen Sie die Skelettkontur und die Anstellung der Profilsehne gegenüber der
x-Achse.

c) Rechnen Sie den Momentenbeiwert aus a) zunächst auf die allgemeine Schwerpunktslage
xSP /t um.
Bestimmen Sie den Auftriebsbeiwert für den das Moment um den Schwerpunkt ver-
schwindet in Abhängigkeit von A2 und xSP /t.
Wie groß ist der erforderliche Auftriebsbeiwert für die Schwerpunktslage xSP /t = 0.15?

d) Wie ändert sich der Auftriebsbeiwert für Momentengleichgewicht qualitativ, wenn der
S-Schlag vergrößert, d. h. A2 negativer wird bzw. wenn der Schwerpunkt weiter nach
vorne verschoben wird?

Im Folgenden wird das Verhalten des Profils im kompressiblen Überschall untersucht. Die
Zustandsvariablen für die Umgebungsbedingungen seien die Luftdichte ρ∞, die Schallgeschwin-
digkeit a sowie die Erdbeschleunigung g.

e) Die Masse des Profils pro Längeneinheit in Spannweitenrichtung betrage m∗ = m

b
mit

b als Spannweite. Berechnen Sie den Auftriebsbeiwert für Kräftegleichgewicht und den
hierfür nötigen Anstellwinkel α des Profils in Abhängigkeit der Machzahl Ma∞.
Bestimmen Sie den Momentenbeiwert in Abhängigkeit von Ma∞ und α∗ und die erfor-
derliche neue Schwerpunktslage für Momentengleichgewicht.

f) Bestimmen Sie das minimale Gleitverhältnis des Profils cwW
/ca und den zugehörigen

Anstellwinkel.

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschritten
muß nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!

1 / 1
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Setzt man die Beiträge der einzelnen Normalverteilungen ein, ergibt sich unter Verwen-
dung der gegebenen Birnbaumkoeffizienten A1, A2 und A3 mit der normierten Profiltiefe
x̄ = x

t

z

t
= (A0 − α∗) (1 − x̄) − A2x̄

(

1 − 4x̄ +
8

3
x̄2

)

= −
1

24
(1 − x̄) +

1

8
x̄

(

1 − 4x̄ +
8

3
x̄2

)

= −
1

24
+

1

6
x̄ −

1

2
x̄2 +

1

3
x̄3 (9)

Zur Ermittlung der Anstellung der Profilsehne bestehen mehrere Möglichkeiten:

Möglichkeit 1: Bestimmung der Ordinate der Profilkontur für Profilnase und Hinterkante

z

t
(x̄ = 0) = −

1

24
(10)

z

t
(x̄ = 1) = −

1

24
(11)

Beide Punkte liegen auf derselben z-Koordinate, wodurch die Profilsehne im verwendeten
Koordinatensystem keine Anstellung aufweist und die Anströmung somit entlang der
Profilsehne bzw. der x-Achse erfolgt.

Möglichkeit 2: Ermittlung der Anstellung des Profilskeletts aus den Einzelbeiträgen der
Normalverteilungen

Die 1. Normalverteilung repräsentiert die angestellte Platte. Drehpunkt hierbei ist die
Profilhinterkante bei x̄ = 1. Der Anstellwinkel resultierend aus dieser Normalverteilung
beträgt

α0 = A0 − α∗ = −
1

24
(12)

Die 2. Normalverteilung repräsentiert das nicht angestellte Parabelskelett und liefert so-
mit keinen Beitrag für den Anstellwinkel.
Die 3. Normalverteilung beschreibt das angestellte S-Schlag-Skelett. Drehpunkt ist hier-
bei die Profilnase bei x̄ = 0. Der Beitrag des Anstellwinkels resultierend aus dieser
Normalverteilung beträgt

α2 = −
A2

3
=

1

24
(13)

Die einzelnen Beiträge für den Anstellwinkel können superponiert werden. Zuerst erfolgt
durch die 1. Normalverteilung eine negative Anstellung, die durch einen betragsmäßig
gleich großen Beitrag durch die 3. Normalverteilung wiederum kompensiert wird, so daß
für die Anstellung der Profilsehne gilt
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

a) Die vorliegende 2D-Profilumströmung eines Profils der Tiefe t soll mit Hilfe der Skelett-
Theorie untersucht werden, wobei die Birnbaumkoeffizienten für die Skelettlinie bereits
gegeben sind. Im folgenden wird das Profil zunächst bei inkompressibler Strömung
betrachtet.
Anhand der Birnbaumkoeffizienten A0 bis A2 ergibt sich unter Berücksichtigung von
A1 = 0 für den Auftriebsbeiwert

ca = π(2A0 + A1) (1)

= 2πA0 (2)

und für den Momentenbeiwert

cm = −
π

4
(2A0 + 2A1 + A2) (3)

= −
π

4
(2A0 + A2) (4)

Ein Profil ist druckpunktfest, wenn die Bedingung

xA

t
= −

cm

ca

= konst. (5)

gilt. Diese ist nur erfüllt, wenn die Momentenkennlinie cm(ca) durch den Ursprung geht
(verschwindendes Nullmoment), d. h. wenn gilt

cmA=0
= 0 (6)

Setzt man die allgemeine Gleichung für den Auftriebsbeiwert und Momentenbeiwert nach
Gl. (1) und (3) in Gl. (6) ein, erhält man als Bedingung für die Druckpunktfestigkeit eines
allgemein verwölbten Profils

cmA=0
= −

π

4
(A1 + A2) = 0 ⇔ A1 = −A2 (7)

Im Rahmen dieser Aufgabe ist A1 6= −A2, womit das vorliegende Profilskelett nicht
druckpunktfest ist.

b) Die Skelettkontur des Profils ergibt sich anhand der gegebenen Birnbaumkoeffizienten
als Superposition der 1. bis 3. Normalverteilung in der Form

z

t
=

z0

t
+

z1

t
+

z2

t
(8)
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Abbildung 1: Umrechnung des Profilmoments

q · cmSP
· F · t = q · cmV K

· F · t + q · ca · F · xSP (20)

Hieraus ergibt sich wiederum die Beziehung nach Gl. (18).
Für verschwindendes Moment um den Schwerpunkt des Profils gilt die Forderung

cmSP
= 0 (21)

Unter Verwendung von Gl. (18) ergibt sich durch Einsetzen des Auftriebsbeiwerts und
des Momentenbeiwerts nach Gl. (2) und (4)

cmV K
+

xSP

t
ca = 0

−
π

4
(2A0 + A2) +

xSP

t
2πA0 = 0

A0(−
π

2
+ 2π

xSP

t
) =

π

4
A2 (22)

Aufgelöst nach A0 ergibt sich

A0 =
1
4A2

2xSP
t

− 1
2

=
A2

8xSP
t

− 2
(23)

Durch Einsetzen von Gl. (23) in die Beziehung nach Gl. (2) ergibt sich für den Auftriebs-
beiwert für den das Moment um den Schwerpunkt verschwindet

ca = 2πA0 =
A2

4xSP
t

− 1
π (24)

Alternativ kann zur Bestimmung des Auftriebsbeiwerts für verschwindendes Moment mit
Gl. (18) auch folgende Vorgehensweise gewählt werden:
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αx−Achse = α0 + α2 = −
1

24
+

1

24
= 0 (14)

Möglichkeit 3: Verwendung der Beziehung für den Anstellwinkel α gemäß Skript

Für den Anstellwinkel α eines Profilskeletts wurde im Skript die Beziehung

α = α∗ + α0 + α2 (15)

hergeleitet. Setzt man hierin die Birnbaum-Koeffizienten ein, erhält man

α = α∗ + α0
︸ ︷︷ ︸

+ α2
︸︷︷︸

= A0 −
A2

3

= α∗ −
1

24
+

1

24
= α∗ (16)

Da der Anstellwinkel α und der Winkel α∗ zwischen der Richtung der ungestörten An-
strömung U∞ und der x-Achse des gewählten Koordinatensystems übereinstimmen, weist
das Skelett keine Anstellung auf.

c) Der Momentenbezugspunkt für die im Rahmen der Birnbaum-Normalverteilungen her-
geleiteten Momentenbeiwerte ist die Profilnase. In der Aerodynamik wird jedoch häufig
der t/4-Punkt (x̄ = 1

4) als Momentenbezugspunkt verwendet. Zur Umrechnung der Pro-
filmomente auf diesen Bezugspunkt wurde im Skript die Beziehung

cmt/4
= cmV K

+
ca

4
= cmV K

+
1

4
· ca (17)

hergeleitet. Analog hierzu kann für die Umrechnung des Momentenbeiwerts nach Gl. (3)
auf eine beliebige Schwerpunktslage xSP

t
die Beziehung

cmSP
= cmV K

+
xSP

t
ca (18)

gesetzt werden.
Gl. (18) kann folgendermaßen abgeleitet werden. Das Profilmoment um die Profilnase
nach Gl. (3) enthält sowohl den auftriebsabhängigen als auch den auftriebsunabhängigen
Momentenanteil. Der Auftriebsvektor kann somit für die Umrechnung des Profilmoments
auf einen anderen Bezugspunkt als an der Profilnase angreifend betrachtet werden. Für
das Profilmoment um den Schwerpunkt xSP

t
gilt nach Abbildung 1 dann die Beziehung

MSP = MV K + A · xSP (19)

Dies läßt sich mit Hilfe der dimensionslosen Profilbeiwerte für Auftrieb und Moment
sowie des Staudrucks q und der Flügelfläche F umformen in
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wobei hier die Beziehung m∗ = m

b
für die Masse m des Profils pro Längeneinheit in

Spannweitenrichtung und die Fluggeschwindigkeit u∞ durch die Machzahl Ma∞ und die
Schallgeschwindigkeit a in der Form u∞ = Ma∞ · a ersetzt wurde.
Löst man Gl. (32) nach dem Auftriebsbeiwert ca auf, ergibt sich

ca =
2m∗g

ρ∞a2Ma2
∞t

(33)

Für den Zusammenhang zwischen Anstellwinkel α und Auftriebsbeiwert ca gilt im Über-
schall für ein beliebiges Profil der Zusammenhang

ca =
4

√

Ma2
∞ − 1

α (34)

Aufgelöst nach dem Anstellwinkel α ergibt sich hieraus mit Gl. (33)

α =

√

Ma2
∞ − 1

4
ca =

√

Ma2
∞ − 1

2

m∗g

ρ∞a2Ma2
∞t

(35)

Im Überschall gilt für den auf die Profilnase bezogenen Momentenbeiwert

cmV K
= −

4
√

Ma2
∞ − 1

[
α∗

2
−

∫ 1

0

dz̄

dx̄
x̄dx̄

]

(36)

Die Kontursteigung dz̄

dx̄
ergibt sich durch Ableiten der Konturgleichung nach Gl. (9) zu

dz̄

dx̄
=

1

6
− x̄ + x̄2 (37)

Setzt man die Kontursteigung nach Gl. (37) in Gl. (36) ein und integriert über die Profil-
tiefe von der Nase x̄ = 0 bis zur Hinterkante x̄ = 1 ergibt sich für den Momentenbeiwert
des Profils um die Nase

cmV K
= −

4
√

Ma2
∞ − 1

[
α∗

2
−

∫ 1

0

(
1

6
− x̄ + x̄2

)

x̄dx̄

]

= −
4

√

Ma2
∞ − 1

[
α∗

2
−

∫ 1

0

(
1

6
x̄ − x̄2 + x̄3

)

dx̄

]

= −
4

√

Ma2
∞ − 1

[

α∗

2
−

[
1

12
x̄2 −

1

3
x̄3 +

1

4
x̄4

]1

0

]

= −
4

√

Ma2
∞ − 1

[
α∗

2

]

= −
2

√

Ma2
∞ − 1

α∗ (38)
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cmSP
= cmV K

+ x̄SP · ca = 0 (25)

Aufgelöst nach dem Auftriebsbeiwert ergibt sich mit Gl. (23)

ca = −
cmV K

x̄SP

=
π

4

(2A0 + A2)

x̄SP

=
π

(
A2

4x̄SP −1 + A2(4x̄SP −1)
4x̄SP −1

)

4x̄SP

=
πA2 · 4x̄SP

4x̄SP (4x̄SP − 1)

=
A2

4x̄SP − 1
π (26)

Für die gegebene Schwerpunktslage xSP
t

= 0.15 = 3
20 resultiert dies in einem Auftriebs-

beiwert von

ca =
−1

8

4 · 3
20 − 1

π =
5

16
π ≈ 0.98 (27)

d) Der Auftriebsbeiwert für verschwindendes Moment um den Schwerpunkt ist nach Gl. (24)
gegeben durch die Beziehung

ca =
A2

4xSP
t

− 1
π (28)

Bei Vergrößerung des S-Schlags wird A2 negativer, d. h. der erforderliche Auftriebsbei-
wert für verschwindendes Moment erhöht sich.
Verschiebt sich dagegen der Schwerpunkt nach vorne, verringert sich der erforderliche
Auftriebsbeiwert.

e) Im folgenden wird das Verhalten des Profils im kompressiblen Überschall betrachtet.
Zur Berechnung des Auftriebsbeiwerts für horizonalen Flug muß Kräftegleichgewicht in
z-Richtung vorliegen. Es gilt somit

A = G (29)

ca

ρ∞

2
u2

∞bt = mg (30)

ca

ρ∞

2
u2

∞t = m∗g (31)

ca

ρ∞

2
a2Ma2

∞t = m∗g (32)
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cwW
=

4
√

Ma2
∞ − 1

[

α∗2 +

∫ 1

0

(
1

36
−

1

3
x̄ +

4

3
x̄2 − 2x̄3 + x̄4

)

dx̄

]

=
4

√

Ma2
∞ − 1

[

α∗2 +

[
1

36
x̄ −

1

6
x̄2 +

4

9
x̄3 −

1

2
x̄4 +

1

5
x̄5

]1

0

]

=
4

√

Ma2
∞ − 1

[

α∗2 +
1

180

]

(45)

Das Gleitverhältnis beträgt

cwW

ca

=

4√
Ma2

∞
−1

[
α∗2 + 1

180

]

4√
Ma2

∞
−1

α∗ =
α∗2 + 1

180

α∗ (46)

Zur Bestimmung des Anstellwinkels für minimales Gleitverhältnis wird Gl. (46) nach
dem Winkel α∗ abgeleitet und der Extremwert bestimmt

d
(

cwW
ca

)

dα∗ =
2α∗2 −

(
α∗2 + 1

180

)

α∗2
= 0 (47)

Gl. (47) führt auf

α∗2 =
1

180
(48)

und damit letztendlich auf einen Anstellwinkel, für den das Gleitverhältnis minimal wird
von

α∗ =

√

1

180
=

1

6
√

5
= 4.27◦ (49)

Das minimale Gleitverhältnis beträgt hierbei

cwW

ca

|min≈ 0.15 = 1 : 6.7 (50)
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Da im weiteren Verlauf der Aufgabe wieder Momentengleichgewicht um die Schwerpunkts-
lage gefragt ist, muß der Momentenbeiwert nach Gl. (38) mit der in Aufgabenteil c) ab-
geleiteten Beziehung (18) wieder auf diesen Momentenbezugspunkt umgerechnet werden

cmSP
= cmV K

+
xSP

t
ca (39)

Für Momentengleichgewicht um den Schwerpunkt muß wieder die Bedingung

cmSP
= 0 (40)

erfüllt sein.
Durch Umformen von Gl. (39) und Einsetzen des Auftriebs- und Momentenbeiwerts
nach Gl. (34) und (36) erhält man für die neue Schwerpunktslage zur Erzielung von
Momentengleichgewicht im Überschall

xSP

t
= −

cmV K

ca

=

4√
Ma2

∞
−1

[
α∗

2

]

4√
Ma2

∞
−1

α∗

=
1

2
(41)

f) Für den Widerstandsbeiwert des Profilskeletts im Überschall gilt

cwW
=

4
√

Ma2
∞ − 1

[

α∗2 +

∫ 1

0

(
dz̄

dx̄

)2

dx̄

]

(42)

mit der Kontursteigung

dz̄

dx̄
=

1

6
− x̄ + x̄2 (43)

basierend auf der Skelettkontur nach Gl. (37). Zur Ermittlung des Widerstandsbeiwerts
wird jedoch das Quadrat der Kontursteigung benötigt

(
dz̄

dx̄

)2

=
1

36
−

1

3
x̄ +

4

3
x̄2 − 2x̄3 + x̄4 (44)

Für den Widerstandsbeiwert resultierend aus Anstellwinkel- und Wölbungsanteil erhält
man durch Integration über die Profiltiefe
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0                                                                  1     U 8

α
x

SP

x=x/t

z=z/t

x
S

c
G

c
S

Abb. 2: Skelettlinie des Profils, Teilaufgabe c)

Hinweis: Die nachfolgenden Teilaufgaben sind unabhängig von den vorherigen lösbar!

c) Beim zweiten Unfall bricht der Rumpf während des Windenstarts. Der Pilot versucht,
den Flügel durch eine geeignete Seilkraft zu stabilisieren, d.h. ein stationäres Kräfte-
und Momentengleichgewicht herzustellen. Der Angriffspunkt der Seilkraft S liegt bei
xS = xS/t = 0.4, der Schwerpunkt bei xSP = x/t = 0.15, die Fluggeschwindigkeit be-
trägt U∞ = 20m/s. Die sonstigen Daten entnehmen Sie den Angaben in Teilaufgabe b).
Betrachten Sie vereinfachend das in Abb. 2 dargestellte Wurzelprofil und stellen Sie unter
Berücksichtigung der dimensionslosen Gewichtskraft cG = G

ρ/2·U2
∞

·F und Normalkompo-
nente der Seilkraft cS = S

ρ/2·U2
∞

·F den Momentenbeiwert cmV K
um die Vorderkante auf!

Berechnen Sie unter Verwendung der Skelett-Theorie den Anstellwinkel α (in [◦]) sowie
den Auftriebsbeiwert ca, für den Momentengleichgewicht herrscht!

d) Nun soll das im Wettbewerb eingesetzte Tragflügelprofil NACA 2409 genauer analy-
siert werden. Dieses Profil weist eine Wölbungsrücklage von xf = xf/t = 0.4 auf. Die
Skelettlinie ist analytisch durch folgende Gleichungen beschrieben:

zI =
zI

t
=

5
4
f ·

(

4x − 5x2
)

für x = x/t ≤ xf = 0.4 (1)

zII =
zII

t
=

5
9
f ·

(

1 + 4x − 5x2
)

für x = x/t > xf = 0.4 (2)

Bestimmen Sie die Birnbaum-Koeffizienten A0 und A1 allgemein als Funktion von An-
stellwinkel α und der relativen Wölbung f ! Ermitteln Sie den Auftriebs- und Momen-
tenbeiwert in Abhängigkeit von α und f !

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschritten
muß nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

Segelflugmodelle der Klasse F3B sind sowohl beim Windenstart als auch beim Speedflug hoch
belastet. Bei einem Wettbewerb kommt es in zwei Fällen zum Bruch des Rumpfes kurz hinter
dem Tragflügel. Anhand einer Analyse der Profilaerodynamik soll abgeschätzt werden, ob
der Flügel ohne Leitwerk flugfähig ist. Das verwendete Flügelprofil weist eine Wölbung von
f = f/t = 0.02 auf. Die inkompressible Umströmung soll mit Hilfe der Skelett-Theorie unter
Verwendung der ersten beiden Normalverteilungen berechnet werden.

0                                                                  1     U 8

α

x
SP x=x/t

z=z/t

Abb. 1: Skelettlinie des Profils im ”Rückenflug“, Teilaufgabe a)

a) Beim ersten Unfall bricht der Rumpf bei einer Speedflugwende ab. Durch das kopflastige,
aerodynamische Moment geht der Flügel in den Rückenflug über, siehe Abb. 1.
Stellen Sie die Gleichungen für Auftriebs- und Momentenbeiwert als Funktion von An-
stellwinkel α und relativer Wölbung f = f/t auf! Wie berechnet sich der Momentenbei-
wert bezüglich des Schwerpunktes cmSP

?
Der Schwerpunkt SP liegt bei xSP = x/t = 0.15. Berechnen Sie den Anstellwinkel in [◦]
für den das Momentengleichgewicht erfüllt ist sowie den zugehörigen Auftriebsbeiwert
des Profils! Ist ein stabiler Flug möglich?

b) In Teilaufgabe b) soll der Flügel betrachtet werden. Dieser ist ungeschränkt und weist
einen elliptischen Grundriss auf. Nehmen Sie folgende Werte an: Spannweite b = 3.1m,
Fläche F = 0.6m2, Masse m = 2.2kg, Dichte ρ = 1.225kg/m3 und Erdbeschleunigung
g = 10m/s2.
Wie groß ist der Gesamtauftriebsbeiwert des Flügels cA bei stationärem Gleitflug? Be-
stimmen Sie die Fluggeschwindigkeit U∞ sowie den Beiwert des induzierten Widerstandes
cWi

! Berechnen Sie den geometrischen Anstellwinkel αg des Flügels in [◦]! Berechnen Sie
unter Verwendung der Skelett-Theorie den Nullauftriebswinkel αA=0 (in [◦]) des Profils
aus Teilaufgabe a)! Wie groß ist der Anstellwinkel des Flügels α (in [◦])?

Beachten Sie bitte: Fortsetzung auf der nächsten Seite !!!
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cmSP
= 0 (6)

Mit Gl. (5) und (6) ergibt sich für den erforderlichen Anstellwinkel zur Erzielung von
Momentengleichgewicht um den Schwerpunkt

α
(

2x̄SP −
1

2

)

= f̄ (2 − 4x̄SP ) (7)

α = f̄
(2 − 4x̄SP )
(

2x̄SP − 1
2

) (8)

Gemäß Abb. 1 muß die Wölbung in Gl. (7) aufgrund des Rückenflugs negativ eingesetzt
werden. Man erhält somit mit f̄ = −0.02 und x̄SP = 0.15 für den gesuchten Anstellwinkel

α = −0.02
(2 − 4 · 0.15)
(

2 · 0.15 − 1
2

) = 0.14 , 8.021◦ (9)

und den dabei vorliegenden Profilauftriebsbeiwert mit Gl. (1)

ca = 2π
(

α + 2f̄
)

= 0.628 (10)

Der Neutralpunkt eines Profils liegt bei Unterschallströmung bei x̄SP = 0.25. Im vorlie-
genden Fall liegt der Schwerpunkt mit x̄SP = 0.15 vor dem Neutralpunkt, so daß neben
dem Momentengleichgewicht auch die notwendige Bedingung für statische Längsstabilität
erfüllt ist. Ein stabiler Flug ist somit möglich.

b) Beim ungeschränkten Ellipsenflügel ist der lokale Auftriebsbeiwert konstant über die
Flügelspannweite (ca (y) = konst = cA). Der Profilauftriebsbeiwert nach Gl. (10) aus
Aufgabenteil a) entspricht somit dem Gesamtauftriebswert cA des Flügels so daß gilt

cA = caa)
= 0.628 (11)

Im stationären Gleiflug muß Kräftegleichgewicht zwischen Auftriebs- und Gewichtskraft
in vertikaler Richtung erfüllt sein.

A = G = m · g (12)

Mit Hilfe der Auftriebsdefinition erhält man mit Gl. (12)

ρ
2

u2
∞cAF = m · g (13)

und aufgelöst nach der Fluggeschwindigkeit U∞ schließlich
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

a) Zur Analyse der Profilaerodynamik des Tragflügels kann die Skelett-Theorie verwendet
werden.

-

x̄ = x
t

1

6z̄ = z
t

������*

~U∞

α = α∗

Abbildung 1: Flügel im Rückenflug

Legt man das Koordinatensystem gemäß Abb. 1 so, daß die Profilsehne mit der x-Achse
übereinstimmt, so gilt α = α∗ und α0 = 0. In Abhängigkeit des Anstellwinkels α und der
normierten Profilwölbung f̄ erhält man mit den Anteilen der 1. und 2. Normalverteilung
für den Auftriebsbeiwert des Profilskeletts

ca = 2π (α0 + α∗) + 4πf̄
= 2πα + 4πf̄
= 2π

(

α + 2f̄
)

(1)

und den auf die Profilvorderkante bezogenen Momentenbeiwert

cmV K
= −

π
2

(α0 + α∗) − 2πf̄

= −
π
2

α − 2πf̄

= −
π
2

(

α + 4f̄
)

(2)

Das Profilmoment cmSP
um den Schwerpunkt x̄SP (vgl. Herleitung Prüfung F2007) ergibt

sich mit Hilfe von Gl. (1) und (2) zu

cmSP
= cmV K

+ x̄SP · ca (3)

= −
π
2

(

α + 4f̄
)

+ x̄SP · 2π
(

α + 2f̄
)

(4)

= πα
(

2x̄SP −
1

2

)

+ πf̄ (4x̄SP − 2) (5)

Für Momentengleichgewicht um den Schwerpunkt muß gelten
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Für den Ellipsenflügel ergibt sich damit wiederum Gl. (18).

αg =
cA

(

dca

dα

)

2d

+
cA

πΛ
=

cA

2π
+

cA

πΛ
= cA

Λ + 2

2πΛ
(20)

Der Nullauftriebsbeiwert des Profilschnitts beträgt

αA=0 = −
A1

2
= 2f̄ = 0.04 , 2.29◦ (21)

Der Anstellwinkel α des Tragflügels beträgt entsprechend Abb. 2

α = αg + αA=0 = 0.1524 , 8.73◦ (22)

c) Unter Berücksichtigung des aerodynamischen Moments beträgt das Moment um die Pro-
filvorderkante (siehe Abb. 3)

MV K + m · g · x̄SP + S · x̄S = 0 (23)

-

x̄ = x
t

1

6z̄ = z
t

������*

~U∞

α = α∗

?

x̄SP

G ?

x̄S

S

6A

�MV K

Abbildung 3: Flügel beim Windenstart

Während des Hochstarts muß bei der Bildung des Kräftegleichgewichts in vertikaler Rich-
tung die Seilkraft S berücksichtigt werden, d. h. es gilt

A = G + S ⇔ S = A − G (24)

Durch Einsetzen von Gl. (24) in Gl. (23) ergibt sich

MV K = −mgx̄SP − (A − mg) x̄S

= mg (x̄S − x̄SP ) − Ax̄S (25)

In dimensionsloser Form läßt sich Gl. (25) unter Berücksichtigung des Hebelarms t=1 in
dimensionslosen Beiwerten in der Form
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U∞ =

√

2mg
cAFρ

=

√

2 · 2.2kg · 10m/s2

0.628 · 0.6m2 · 1.225kg/m3
= 10.806m/s (14)

Beim ungeschränkten Ellipsenflügel liegt eine elliptische Auftriebsverteilung vor bei der
sich der Beiwert des induzierten Widerstands wie folgt berechnet

cwi
=

c2
A

πΛ
(15)

Mit der Flügelstreckung Λ = b2

F = 16.02 folgt schließlich

cwi
=

c2
AF
πb2

=
0.6282 · 0.6m2

π · (3.1m)2
= 0.00784 (16)

Gemäß Skript gilt für den Auftriebsbeiwert eines Flügels mit elliptischem Grundriß die
Beziehung

cA = αg
2πΛ

Λ + 2
(17)

Durch Umformen und Einsetzen der gegebenen Werte ergibt sich für den gesuchten geo-
metrischen Anstellwinkel αg

αg = cA
Λ + 2

2πΛ
= cA

b2/F + 2

2πb2/F
= 0.1124 , 6.44◦ (18)

αg
αe

αi

α

αA=0

ungestörte Anströmrichtung

lokale Anströmrichtung

Profilsehne

Nullauftriebsrichtung

Abbildung 2: Winkelbeziehungen am Profilschnitt eines Tragflügels

Gl. (18) läßt sich nach Abb. 2 über die geometrische Beziehung zwischen dem geome-
trische Anstellwinkel αg und dem effektiven Anstellwinkel αe sowie dem induzierten
Anstellwinkel αi herleiten

αg = αe + αi (19)

3 / 8



H2007 NPO V

−
π
2

(

α + 4f̄
)

+ cG (x̄SP − x̄S) + 2π
(

α + 2f̄
)

x̄S = 0 (36)

α
(

2πx̄S −
π
2

)

−
π
2
4f̄ + cG (x̄SP − x̄S) + 4πf̄ x̄S = 0 (37)

(38)

⇒ α =
cG (x̄SP − x̄S) + 4πf̄ x̄S − 2πf̄

π
2 − 2πx̄S

(39)

=
cG (x̄S − x̄SP ) + 2πf̄ (1 − 2πx̄S)

2πx̄S − π
2

(40)

= 0.0664 (41)

, 3.8◦ (42)

d) Die Skelettlinie ist abschnittsweise durch zwei analytische Funktionen gegeben

z̄I =
5

4
f̄

(

4x̄ − 5x̄2
)

(43)

z̄II =
5

9

(

1 + 4x̄ − 5x̄2
)

(44)

Die Kontursteigungen der beiden Abschnitte betragen

dz̄I

dx̄
=

5

4
f̄ (4 − 10x̄)

=
25

4
f̄ (0.8x̄ − 2x̄) (45)

dz̄II

dx̄
=

5

9
f̄ (4 − 10x̄)

=
25

9
f̄ (0.8x̄ − 2x̄) (46)

Die Transformationsbeziehung zwischen der Profiltiefenkoordinate x̄ und der Winkelko-
ordinate ϕ lautet

x̄ =
1

2
+

cosϕ
2

(47)

Die Kontursteigungen nach Gl. (45) und (46) mit Hilfe der Transformationsbeziehung
nach Gl. (47) ausgedrückt in Winkelkoordinaten lautet

dz̄I

dx̄
= −

25

4
f̄ (0.2 + cos ϕ) (48)

dz̄II

dx̄
= −

25

9
f̄ (0.2 + cos ϕ) (49)
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cmV K

ρ
2

u2
∞F · 1 = mg (x̄S − x̄SP ) −

ρ
2

u2
∞FcAx̄S (26)

darstellen. Unter Verwendung der in Aufgabenteil a) aufgestellten Profilbeiwerten (vgl. Gl. (1),
(2) und (11))

cmV K
= −

π
2

(

α + 4f̄
)

(27)

cA = ca = 2π(α + 2f̄) (28)

ergibt sich damit durch Einsetzen in Gl. (26)

−
π
2

(

α + 4f̄
)

=
mg (x̄S − x̄SP )

ρ
2u2

∞F
− 2π

(

α + 2f̄
)

(29)

α
(

−
π
2

+ 2πx̄S

)

=
mg (x̄S − x̄SP )

ρ
2u2

∞F
+ 2πf̄ (1 − 2x̄S) (30)

letztendlich für den gesuchten Anstellwinkel

α =

mg(x̄S−x̄SP )
ρ
2
u2
∞

F
+ 2πf̄ (1 − 2x̄S)

2πx̄S − π
2

(31)

Durch Einsetzen der gegebenen Zahlenwerte ergeben sich für den Anstellwinkel α und
den zugehörigen Auftriebsbeiwert

α = 0.0664 , 3.8◦ (32)

cA = ca = 2π
(

α + 2f̄
)

= 0.668 (33)

Alternativ kann der Ansatz des Momentengleichgewichts entsprechend Gl. (23) auch
gleich in dimensionsloser Form aufgestellt werden

cmV K
+ cGx̄SP + cS x̄S = 0 (34)

Mit cS = cA − cG ergibt sich durch Einsetzen

cmV K
+ cG (x̄SP − x̄S) + cAx̄S = 0 (35)

Mit Hilfe der bereits in Aufgabenteil a) aufgestellten Beziehungen für Auftriebs- und
Momentenbeiwert erhält man
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In Abhängigkeit des Anstellwinkels α und der Profilwölbung f̄ ergeben sich für den
Auftriebsbeiwert

ca = 2πA0 + πA1 (57)

= 2π
(

α − 0.22464f̄
)

+ 4.074πf̄ (58)

= 2πα + 11.387f̄ (59)

und den Momentenbeiwert

cmV K
= −

π
2

(A0 + A1) (60)

= −
π
2

(

α − 0.22464f̄ + 4.074f̄
)

(61)

= −
π
2

α − 6.0466f̄ (62)
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Die Transformation der Integrationsgrenzen in Winkelkoordinaten über die Beziehung

ϕ = arccos (2x̄ − 1) (50)

liefert für die Stoßstelle zwischen beiden Kurvensegmenten

ϕxf
= arccos (2x̄f − 1) = 1.772 (51)

und für die 3 relevanten Stellen zu Beginn und Ende eines Profilabschnitts

x̄ 0 0.4 1

ϕ π 1.772 0

Die Beziehung für den Birnbaumkoeffizienten A0 lautet

A0 = α∗ −
1

π

∫

dz̄
dx̄

dϕ (52)

Setzt man die Kontursteigungen nach Gl. (45) und (46) in Gl. (52) für die entsprechenden
Teilsegmente ein, ergibt sich

A0 = α∗ −
1

π

∫

dz̄
dx̄

dϕ (53)

= α∗ −
1

π

[

∫ ϕxf

0

d ¯zII

dx̄
dϕ +

∫ π

ϕxf

dz̄I

dx̄
dϕ

]

= α∗ −
1

π

[

−
25

9
f̄

∫ ϕxf

0
(0.2 + cos ϕ) dϕ −

25

4
f̄

∫ π

ϕxf

(0.2 + cos ϕ) dϕ

]

= α∗ +
f̄
π

[

25

9
(0.2ϕ + sin ϕ) |

ϕxf

0 +
25

4
(0.2ϕ + sin ϕ) |πϕxf

]

= α∗ − 0.022464f̄ (54)

Für den Birnbaumkoeffizienten A1 erhält man

A1 = −
2

π

∫

dz̄
dx̄

cos ϕdϕ (55)

= −
2

π

[

∫ ϕxf

0

d ¯zII

dx̄
cos ϕdϕ +

∫ π

ϕxf

dz̄I

dx̄
cos ϕdϕ

]

= −
2

π
f̄

[

25

9

∫ ϕxf

0

(

0.2 cos ϕ + cos2 ϕ
)

dϕ +
25

4

∫ π

ϕxf

(

0.2 cos ϕ + cos2ϕ
)

dϕ

]

= −
2

π
f̄

[

25

9

(

0.2 sin ϕ +
1

2
ϕ +

1

4
sin 2ϕ

)

|
ϕxf

0 +
25

4

(

0.2 sin ϕ +
1

2
ϕ +

1

4
sin 2ϕ

)

|πϕxf

]

= 4.074f̄ (56)
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Im folgenden soll das Flugverhalten außerhalb des Auslegungspunktes untersucht wer-
den. Zur Beschreibung der Zirkulationsverteilung Γ(ϑ) werden zwei Fourier-Terme berück-
sichtigt, die wie folgt lauten:

A1 (U∞) =
503.4030

U∞

A3 (U∞) =
−24.5205

U∞

+ 0.0179 · U∞

e) Stellen Sie den Verlauf der Zirkulationsverteilung Γ(ϑ) sowie des lokalen Auftriebsbei-
werts ca(ϑ) entlang der Spannweite in Abhängigkeit der Fluggeschwindigkeit U∞ auf.

f) Zeichnen Sie den Verlauf des lokalen Auftriebsbeiwerts über der normierten Flügelspann-
weite η für die Auslegungsgeschwindigkeit U∞ = 37m/s und für eine Fluggeschwindigkeit
von U∞ = 30m/s an den Stützstellen η = 0, η = 0.6 und η = 0.9 in Abb. 2 ein.
Bewerten Sie das Abreißverhalten für U∞ = 30m/s.

η [­]

c a
[­]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

Abb. 2: Verlauf des Auftriebsbeiwerts über der Flügelspannweite

g) Bestimmen Sie den k-Faktor k (U∞) unter Verwendung der beiden Fourier-Koeffizienten
A1 (U∞) und A3 (U∞) allgemein und geben Sie den konkreten Wert für die Fluggeschwin-
digkeit U∞ = 30m/s an.

h) Skizzieren Sie die Vorgehensweise zur Bestimmung der beiden vorgegebenen Fourier-
Terme A1(U∞) und A3(U∞) (ohne Rechnung!)

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschritten
muß nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

Für das Brennstoffzellen-Flugzeug Hydrogenius werden zur Ermittlung des Flugverhaltens
verschiedene Tragflügelgeometrien hinsichtlich ihrer aerodynamischen Güte und des Abreiß-
verhaltens untersucht.

y [m]

U   

b / 2

oo

ta = 0,4m
ti = 1,25 m

Abb. 1: Flügelgeometrie

Im folgenden werde ein Trapezflügel mit ge-
rader t/4-Linie betrachtet (Abb. 1), für den
die geometrische Schränkungsverteilung derart
auslegt werden soll, daß beim stationären Hori-
zontalflug im Auslegungspunkt eine elliptische
Zirkulationsverteilung vorliegt. Die Daten des
Flugzeugs sind hierbei wie folgt:

• Auslegungsgeschwindigkeit: U∞ = 37m
s

• Spannweite: b = 17.55m

• Wurzeltiefe: ti = 1.25m

• Außentiefe: ta = 0.40m

• Flugzeugmasse: m = 850kg

• Luftdichte: ρ = 1.225 kg

m3

• Erdbeschleunigung: g = 10m
s2

a) Berechnen Sie die Fläche F und die Streckung Λ des Tragflügels.

b) Stellen Sie für die gegebenen Flugzeugdaten den Verlauf der Zirkulationsverteilung im
Auslegungspunkt in Abhängigkeit der Winkelkoordinate ϑ auf.
Bestimmen Sie den Gesamtauftriebsbeiwert cA des Tragflügels.

c) Auf dem Flügel wird über die gesamte Spannweite dasselbe Profil verwendet. Die Pro-
filbeiwerte wurden in einer Windkanalmessung ermittelt und sind in Abb. 3 dargestellt.
Bestimmen Sie anhand der Profilpolaren den Nullauftriebswinkel αA=0 des Profils [rad].
Berechnen Sie den Auftriebsgradienten des Profils in [1/rad]. Wodurch kommt der Unter-
schied im Auftriebsanstieg gegenüber dem in der Traglinientheorie häufig verwendeten
Wert 2π zustande?

Hinweis: Verwenden Sie im weiteren Verlauf der Aufgabe den Wert 2π für
den Auftriebsgradienten

d) Berechnen Sie den spannweitigen Verlauf des effektiven Anstellwinkels αe(ϑ) [rad] und
daraus mit dem in Aufgabenteil c) ermittelten Nullauftriebswinkel den spannweitigen
Verlauf des Anstellwinkels α(ϑ) [rad].
Muß zur Erzielung der elliptischen Auftriebsverteilung die Profilsehne an der Flügelspit-
ze gegenüber der Flügelwurzel stärker oder schwächer angestellt sein?

Beachten Sie bitte: Fortsetzung auf der nächsten Seite!

1 / 3



F 2008 NPO V

Abb. 3: Profilpolare
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c) Aus der Profilpolaren läßt sich der Nullauftriebswinkel ablesen. Dieser beträgt

αA=0 = −4◦ , −0.0698132 (13)

Den Auftriebsgradienten erhält man durch Auswahl zweier Punkte im linearen Teil der
ca(α)-Kurve zu

dca

dα
≈

∆ca

∆α
=

1.05 − 0

5.57◦ − (−4.05◦)
= 0.1071

1

◦
= 6.139 ≈0.977 · 2π < 2π (14)

Dieser Wert ist etwas kleiner als der potentialtheoretische Wert von 2π und ist auf Rei-
bungseffekte und eine Entwölbung des Profils durch die Grenzschichtaufdickung im rei-
bungsbehafteten Fall zurückzuführen.

d) Der Tiefenverlauf des trapezförmigen Tragflügels ergibt sich zu

t (y) = ti +
(ta − ti)

b/2
· y (15)

Mit der Transformationsbeziehung

cos ϑ =
y

b/2
(16)

läßt sich die Tiefenverteilung in Winkelkoordinaten ϑ umformulieren, wodurch sich letzt-
endlich nach Einsetzen der gegebenen Werte folgende Form ergibt

t (ϑ) = ti + (ta − ti) cos ϑ = 1.25 − 0.85 cos ϑ (17)

Der effektive Anstellwinkel α(ϑ) kann unter Verwendung der in Gl. (8) berechneten
spannweitigen Zirkulationsverteilung sowie Tiefenverteilung nach Gl. (17) folgendermaßen
bestimmt werden

αe (ϑ) =
2Γ (ϑ)

U∞

dca
dα

|2D t (ϑ)
(18)

=
2A1 sin ϑ

U∞

dca
dα

|2D [ti + (ta − ti) cos ϑ]
(19)

=
2A1

dca
dα

|2D U∞

·
sin ϑ

ti + (ta − ti) cos ϑ
(20)

=
A1

πU∞

·
sin ϑ

ti + (ta − ti) cos ϑ
(21)

= 0.11709 ·
sin ϑ

1.25 − 0.85 cos ϑ
(22)

Gemäß Abb. 1 ergibt sich der gesuchte Verlauf des Anstellwinkels α(ϑ) als Überlagerung
von effektivem Anstellwinkel αe(ϑ), induziertem Anstellwinkel αi(ϑ) und Nullauftriebs-
winkel αA=0(ϑ)

α (ϑ) = αe (ϑ) + αi (ϑ) + αA=0 (ϑ) (23)

Der induzierte Anstellwinkel αi(ϑ) ist für die vorliegende elliptische Zirkulationsvertei-
lung im Auslegungspunkt konstant über die Spannweite und beträgt

αi (ϑ) = αi =
cA

πΛ
=

0.7

21.27 · π
= 0.0104756 (24)
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Aufgabe zur
”
Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I“

a) Die Flügelfläche des Tragflügels beträgt

F =
1

2
(ti + ta) b = 14.48m2 (1)

und die zugehörige Steckung

Λ =
b2

F
= 21.27 (2)

b) Der Ansatz der Zirkulationsverteilung Γ (ϑ) in allgemeiner Form mit M Fourier-Koeffizienten
lautet

Γ (ϑ) =

M
∑

n=1

An sin (nϑ) (3)

Für eine elliptische Zirkulationsverteilung reduziert sich dieser Ansatz mit M = 1 auf
die Form

Γ (ϑ) = A1 sinϑ (4)

wobei sich der Fourier-Koeffizient A1 unter anderem aus dem erforderlichen Auftrieb A
und der Anströmgeschwindigkeit U∞ zusammensetzt

A1 =
4A

πbρU∞

(5)

Für stationären Horizontalflug muß Kräftegleichgewicht in vertikaler Richtung erfüllt
sein, d. h.

A = G = m · g (6)

Der Fourier-Koeffizient A1 ergibt sich damit zu

A1 =
4A

πbρU∞

=
4G

πbρU∞

=
4mg

πbρU∞

= 13.61
m2

s
(7)

Der Verlauf der Zirkulationsverteilung über der Spannweite in Abhängigkeit der Winkel-
koordinate ϑ lautet damit letztendlich

Γ (ϑ) = 13.61
m2

s
· sin ϑ (8)

Der im Auslegungspunkt vorliegende Auftriebsbeiwert ergibt sich mit dessen Definitions-
gleichung und der Bedingung für vertikales Kräftegleichgewicht (A = G) im stationären
Reiseflug zu

cA =
A

ρ
2
U2
∞

F
=

mg
ρ
2
U2
∞

F
= 0.70 (9)

Alternativ läßt sich der Auftriebsbeiwert auch anhand des Fourier-Koeffizienten A1 auf
folgende Art und Weise bestimmen

cA =
A

ρ
2
U2
∞

F
=

π
4
bρU∞A1

ρ
2
U2
∞

F
(10)

=
πb2A1

2bU∞F
(11)

=
πΛA1

2bU∞

(12)
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Für den Anstellwinkel α(ϑ) kann mit Hilfe von Abbildung 1 folgende Beziehung abgeleitet
werden

α (ϑ) = αg (ϑ) + αA=0 (ϑ) (35)

= 0.11709 ·
sin ϑ

1.25 − 0.85 cos ϑ
− 0.059334 (36)

e) Die spannweitige Zirkulationsverteilung unter Verwendung der zwei gegebenen Fourier-
Koeffizienten lautet

Γ (ϑ) = A1 sinϑ + A3 sin 3ϑ (37)

mit

A1 =
503.4030

U∞

(38)

A3 = −
24.5205

U∞

+ 0.0179 · U∞ (39)

Mit den gegebenen Fourier-Koeffizienten A1 und A3 (Symmetrie zur Längsachse) er-
gibt sich damit für den Verlauf der Zirkulationsverteilung entlang der Spannweite in
Abhängigkeit der Fluggeschwindigkeit

Γ (ϑ,U∞) =
503.4030

U∞

sinϑ +

(

−
24.5205

U∞

+ 0.0179 · U∞

)

sin 3ϑ (40)

Der lokale Auftriebsbeiwert beträgt

ca (ϑ,U∞) =
2Γ (ϑ,U∞)

U∞t(ϑ)
(41)

=
2

t(ϑ)

[

503.4030

U2
∞

sinϑ +

(

−
24.5205

U2
∞

+ 0.0179

)

sin 3ϑ

]

(42)

=
2

1.25 − 0.85 cos ϑ

[

503.4030

U2
∞

sin ϑ +

(

−
24.5205

U2
∞

+ 0.0179

)

sin 3ϑ

]

(43)

f) Zischen der normierten Spannweitenkoordinate η und der Winkelkoordinate ϕ besteht
folgender Zusammenhang

η = cos ϑ ⇔ ϑ = arccos η (44)

Mit der Beziehung für den Verlauf des Auftriebsbeiwerts nach Gl. (41) und dem Tiefen-
verlauf nach Gl. (17) lassen sich die gesuchten Auftriebsbeiwerte berechnen.

η 0 0.6 0.9

ϑ π
2

0.9273 0.4510

t [m] 1.25 0.740 0.485

ca (U∞ = 37m/s) 0.588 0.795 0.661

ca (U∞ = 30m/s) 0.910 1.200 0.968

Entsprechend der Profilpolare endet der lineare Teil der Auftriebskurve bei einem Auf-
triebsbeiwert knapp unter 1.2 . Bei einer weiteren Anstellwinkelerhöhung nehmen die
Ablösungen weiter stark zu, wodurch der Auftriebsanstieg abnimmt und gemäß Polare
ein maximaler Auftriebsbeiwert von etwa 1.35 erreicht werden kann.
Wie in Abbildung 2 zu sehen, beträgt bei U∞ = 30m/s der am Trageflügel maximal
auftretende Auftriebsbeiwert knapp über 1.2 bei 65% Flügeltiefe, so daß am gesamten
Tragflügel noch kein Strömungsabriß zu erwarten ist.
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αg
αe

αi

α

αA=0

ungestörte Anströmrichtung

lokale Anströmrichtung

Profilsehne

Nullauftriebsrichtung

Abbildung 1: Winkelbeziehungen am Profilschnitt eines Tragflügels

Der Nullauftriebswinkel αA=0 nach Gl. (13) ist ebenfalls konstant über die Spannweite,
da am kompletten Tragflügel dasselbe Profil verwendet wird und Reynoldszahleffekte im
Rahmen dieser Aufgabe vernachlässigt werden.
Für den gesuchten Verlauf des Anstellwinkels α(ϑ) ergibt sich somit

α (ϑ) = 0.11709 ·
sin ϑ

1.25 − 0.85 cos ϑ
+ 0.0104756 − 0.0698132 (25)

α (ϑ) = 0.11709 ·
sin ϑ

1.25 − 0.85 cos ϑ
− 0.059337 (26)

Alternativ kann mittels der Prandtl’schen Integralgleichung auch zunächst der geome-
trische Anstellwinkel αg(ϑ) bestimmt werden, wobei aufgrund der elliptischen Zirkulati-
onsverteilung nur der Fourier-Koeffizient A1 nach Gl. (7) berücksichtigt werden muß.

αg (ϑ) =
A1

2bU∞

[

4b sin ϑ

2πt (ϑ)
+ 1

]

(27)

=
4A

2bU∞πbρU∞

[

4b sin ϑ

2πt (ϑ)
+ 1

]

(28)

=
2mg

πb2ρU2
∞

[

4b sin ϑ

2πt (ϑ)
+ 1

]

(29)

Mit dem Tiefenverlauf des Tragflügels nach Gl. (17) erhält man für den geometrischen
Anstellwinkel αg(ϑ)

αg (ϑ) = 0.0104797

[

11.17268 ·
sin ϑ

1.25 − 0.85 cos ϑ
+ 1

]

(30)

Nach Abb. (1) beträgt der effektive Anstellwinkel αe(ϑ)

αe (ϑ) = αg (ϑ) − αi (ϑ) (31)

wobei der über die Spannweite induzierte Anstellwinkel für die vorliegende elliptische
Zirkulationsverteilung konstant ist

αi (ϑ) = αi =
cA

πΛ
=

0.7

21.27 · π
= 0.0104756 (32)

Für den effektiven Anstellwinkel ergibt sich somit letztendlich

αe (ϑ) = 0.0104797

[

11.17268 ·
sin ϑ

1.25 − 0.85 cos ϑ
+ 1

]

− 0.0104756 (33)

= 0.11709 ·
sin ϑ

1.25 − 0.85 cos ϑ
(34)
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Nach Einsetzen der gegebenen Fourier-Koeffizienten ergibt sich schließlich für den k-
Faktor in Abhängigkeit der Fluggeschwindigkeit

k (U∞) = 1 + 3

(

−24.5205
U∞

+ 0.0179U∞

503.4030
U∞

)2

(53)

= 1 + 3

(

−24.5205 + 0.0179U2
∞

503.4030

)2

(54)

Bei der Fluggeschwindigkeit U∞ = 30m/s mit nicht-elliptischer Aufriebsverteilung ergibt
sich als Wert für den k-Faktor

k(U∞ = 30m/s) = 1.000837 (55)

Dieser ist sehr gering und läßt sich nach Abbildung 3 mit der geringen Abweichung
der bei U∞ = 30m/s vorliegenden Zirkulationsverteilung mit einer idealen elliptischen
Zirkulationsverteilung für diesen Flugfall erklären.

η [­]

Γ
[m

2
/s

]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

5

10

15

U
∞
= 30 m/s

U
∞
= 37 m/s

U
∞, ellipt.= 30 m/s

Abbildung 3: Zirkulationsverteilung

h) Zur Bestimmung der Fourier-Koeffizienten kann folgendermaßen vorgegangen werden:

• Prandtl’sche Integralgleichung für 2 Stützstellen aufstellen, ergibt lineares Gleichungs-
system für A1 und A3 in Abhängigkeit der Fluggeschwindigkeit U∞. Hier wurden die
Stützstellen ϑ1 = π/6 und ϑ2 = π/2 verwendet.

• A1 ergibt sich allein aus dem erforderlichen Auftrieb: A1(U∞) = 4mg
πbρ

· 1

U∞

• Zusammenhang zwischen dem geometrischen Anstellwinkel an beiden Stützstellen auf-
stellen

• Einsetzen in LGS und Auflösen nach A3

6 / 6
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η [­]

c a
[­

]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

U
∞

= 30 m/s
U

∞
= 37 m/s

Abbildung 2: Verlauf der Auftriebsbeiwerte für die zwei betrachteten Flugzustände

g) Der k-Faktor gibt das Verhältnis des induzierten Widerstands bei beliebiger Zirkulati-
onsverteilung zu dessen Minimalwert bei elliptischer Zirkulationsverteilung wieder. Im
Rahmen dieser Aufgabe wird die Zirkulationsverteilung mittels der Fourier-Koeffizienten
A1 und A3 dargestellt

k =
cWi

cWiellipt

(45)

=
Wi

Wiellipt

(46)

=
πρ
8

(

A2
1
+ 3A2

3

)

πρ
8

A2
1

(47)

= 1 + 3

(

A3

A1

)2

(48)

(49)

Alternativ kann auch direkt die Beziehung aus dem Skript verwendet werden. Dies führt
wiederum auf

k = 1 + δ = 1 +
1

A2
1

M
∑

n=2

nA2

n (50)

= 1 +
1

A2
1

3A2

3 (51)

= 1 + 3

(

A3

A1

)2

(52)
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Aufgabe zur Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I

Gegeben ist ein Flügelprofil, das durch eine ebene Platte mit 25% Klappentiefe an-
genähert werden kann. Die Klappe werde um den Klappenwinkel η ausgeschlagen und
das Profil unter dem Anströmwinkel α∗ reibungsfrei angeströmt (Vgl. Abb. 1).
Nehmen Sie für die folgenden Berechnungen an, dass die Auslenkung der Klappe klein
ist, so dass tan η ≈ η gilt. Zusätzlich kann aufgrund des kleinen Winkels η angenommen
werden, dass die Hinterkante immer bei x/t = 1 liegt.

Abb. 1: Flügelprofil

a) Skizzieren Sie qualitativ in Abb. 2 (Seite 2) die Verdichtungsstöße und Expansions-
fächer und eventuelle Trennlinien und kennzeichnen Sie diese, unter der Annahme,
dass eine reine Überschallanströmung vorliegt und die Anströmung unter einem
Winkel von α∗ > 0◦ erfolgt. Für diesen Aufgabenteil ist keine Rechnung erforder-
lich.

b) Stellen Sie die Gleichung für die Kontur des Flügelprofils auf. Bestimmen Sie den
Auftriebsbeiwert, den Momentenbeiwert und den Widerstandsbeiwert des Profils
allgemein in Abhängigkeit von α∗, η und Ma∞. Berechnen Sie anschließend die
drei Beiwerte für α∗ = 0◦ und η = 3◦ bei einer Anströmmachzahl von Ma∞ =

√
2.

c) Bestimmen Sie für allgemeines Ma∞ unter der Annahme von variablem α und
η den Nullauftriebswinkel, die Lage des Druckpunktes (xA/t) und die Verände-
rung der Druckpunktlage aufgrund des Klappenausschlages (d(xA/t)/dη). In wel-
che Richtung wandert der Druckpunkt bei steigendem Klappenwinkel?

Im Folgenden seien Anström- und Klappenwinkel als nicht bekannt aber fest anzusehen.
Das Profil erzeuge bei einer unbekannten Anströmmachzahl einen Auftriebsbeiwert von
ca = 0, 1.

d) Berechnen Sie die Veränderung des Auftriebsbeiwertes aufgrund einer Erhöhung
der Anströmmachzahl (dca/dMa). Steigt oder sinkt der Auftriebsbeiwert mit stei-
gender Anströmmachzahl?

e) Nehmen Sie an, dass der Auftriebsbeiwert aus d) bei einer Anströmmachzahl von
Ma∞ =

√
2 bestimmt wurde. Berechnen Sie nun mit Hilfe der Prandtl-Glauert-

Regel den Auftriebsbeiwert für Ma∞ = 2. Bestätigen Sie dieses Ergebnis anhand
der Göthert-Regel.

Beachten Sie bitte: Fortsetzung auf der nächsten Seite !!!

H2008 NPO V Seite 2/2

Abb. 2: Skizze des Flügelprofils
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Musterlösung zur Flugzeug- und Flugkörperärodynamik I

a) Das gegebene Flügelprofil wird unter einem positiven Winkel α angeströmt. So-
mit ergibt sich an der Unterseite ein Verdichtungsstoß und an der Oberseite ein
Verdünnungsfächer. Beim Erreichen der Klappe bildet sich auf der Oberseite er-
neut ein Verdünnungsfächer und an der Unterseite ein Verdichtungsstoß. Beim
erreichen der Hinterkante bildet sich auf der Oberseite ein Verdichtungsstoß aus,
während an der Unterseite ein Verdünnungsfächer entsteht. Aufgrund der voran-
gehenden Verdünnungsfächer auf der Oberseite ist der Stoß an der Hinterkante
stärker als die vorherigen. Somit herrscht auf der Oberseite ein höherer Druck und
die Strömung wird gegen den Uhrzeigersinn abgelenkt (Vgl. Abb. 1).

Abb. 1: Flügelprofil

b) Die Konturlinien ergeben sich unter der Annahme x/t = x̄ und z/t = z̄ aus den
Geradengleichungen für die Kontur. Somit gilt

z̄ =

{

0 für 0 ≤ x̄ ≤ 0, 75
−ηx̄ + 3

4η für 0, 75 < x̄ ≤ 1
(1)
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Damit erhält man nach Gl. 5.26a den Auftriebsbeiwert

ca =
4

√

Ma2
∞

− 1

1
∫

0

(

α∗ −
dz̄

dx̄

)

dx̄ =
4

√

Ma2
∞

− 1

[

1
∫

0

α∗dx̄ −
1

∫

0,75

−ηdx̄
]

=
4

√

Ma2
∞

− 1

[

α∗ +
1

4
η
]

=
4α∗ + η

√

Ma2
∞

− 1
, (2)

nach Gl. 5.27a den Widerstandsbeiwert

cw =
4

√

Ma2
∞

− 1

1
∫

0

(

α∗ −
dz̄

dx̄

)2
dx̄

=
4

√

Ma2
∞

− 1

[

1
∫

0

(α∗)2dx̄ +

1
∫

0,75

(

2ηα∗ + η2
)

dx̄
]

=
4

√

Ma2
∞

− 1

[

(α∗)2 +
1

4

(

2ηα∗ + η2
)]

=
4

√

Ma2
∞

− 1

[

(α∗)2 +
1

2
α∗η +

1

4
η2

]

=
4(α∗)2 + 2α∗η + η2

√

Ma2
∞

− 1
, (3)

und nach Gl. 5.29a den Momentenbeiwert

cm = −
4

√

Ma2
∞

− 1

1
∫

0

((

α∗ −
dz̄

dx̄

)

x̄
)

dx̄

= −
4

√

Ma2
∞

− 1

[

1
∫

0

(

α∗x̄
)

dx̄ −
1

∫

0,75

(−ηx̄)dx̄
]

= −
4

√

Ma2
∞

− 1

[

1

2
α∗ +

7

32
η
]

= −
2α∗ + 7

8η
√

Ma2
∞

− 1
. (4)

Mit α∗ = 0◦ η = 3◦ und Ma∞ =
√

2 vereinfachen sich Gl. 2 bis Gl. 13 zu

ca =
1

60
π = 0, 0523599 (5)

cw =
1

3600
π2 = 0, 00274156 ·10−3 (6)

cm = −
7

480
π = −0, 045815 (7)

Alternativlösung

Neben dem soeben beschriebenen Lösungsweg für Aufgabenteil b) gibt es auch
noch einen alternative Lösung. Dafür wird gemäß Abb. 2 die Sehne des Profils von
Vorderkante zu Hinterkante gelegt und der Anstellwinkel α bestimmt. Außerdem
wird ein neues Koordinatensystem mit x′/t = x̄′ und z/t = z̄′ definiert. Mit den
Vereinfachungen für kleine Winkel berechnet sich α zu

α = α∗ +
1

4
η. (8)
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Abb. 2: Profil für die Alternativlösung

Für die in Abb. 2 eingezeichnete Höhe h erhält man

h =
3

16
η. (9)

Mit diesem Wert berechnet sich die Kontur des Profils zu

z̄′ =

{

1
4ηx̄′ für 0 ≤ x̄′ ≤ 0, 75
−3

4ηx̄′ + 3
4η für 0, 75 < x̄′ ≤ 1

(10)

Da die Profilsehne auf der x̄′-Achse liegt gilt für den Auftriebsbeiwert

ca =
4

√

Ma2
∞

− 1
α =

4α∗ + η
√

Ma2
∞

− 1
. (11)

Dieses Ergebnis stimmt mit dem aus Gl. 2 überein. Der Widerstandsbeiwert be-
rechnet sich zu

cw =
4

√

Ma2
∞

− 1

1
∫

0

(

α −
dz̄′

dx̄′

)2
dx̄′

=
4

√

Ma2
∞

− 1

[

1
∫

0

(α)2dx̄′ −
0,75
∫

0

(

1

2
ηα +

1

16
η2

)

dx̄′ −
1

∫

0,75

(

−
3

2
ηα +

9

16
η2

)

dx̄′

]

=
4

√

Ma2
∞

− 1

[

α2 −
3

8
ηα −

3

64
η2 +

3

8
ηα −

9

64
η2

]

=
4

√

Ma2
∞

− 1

[

α2 +
3

16
η2

]

=
4

√

Ma2
∞

− 1

[

(α∗)2 +
1

2
ηα∗ +

1

16
η2 +

3

16
η2

]

=
4(α∗)2 + 2α∗η + η2

√

Ma2
∞

− 1
(12)

Auch diese Gleichung wurde schon in Gl. 12 bestimmt.
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Für den Momentenbeiwert erhält man

cm = −
4

√

Ma2
∞

− 1

1
∫

0

((

α −
dz̄′

dx̄′

)

x̄′

)

dx̄′

= −
4

√

Ma2
∞

− 1

[

1
∫

0

(

αx̄′

)

dx̄′ −
0,75
∫

0

(

1

4
ηx̄′

)

dx̄′ −
1

∫

0,75

(

−
3

4
ηx̄′

)

dx̄′

]

= −
4

√

Ma2
∞

− 1

[

1

2
α −

9

128
η +

21

128
η
]

= −
4

√

Ma2
∞

− 1

[

1

2
α∗ +

1

8
η +

3

32
η
]

= −
2α∗ + 7

8η
√

Ma2
∞

− 1
. (13)

Im Vergleich mit Gl. 13 zeigt sich, dass beide Gleichungen identisch sind. Die
Beiwerte für ca, cw und cm für α∗ = 0◦ η = 3◦ und Ma∞ =

√
2 sind somit

identisch mit denen in Gl. 5 - Gl. 7.

c) Den Nullauftriebswinkel erhält man durch Umstellen von Gl. 2 unter der Annahme
das ca = 0 gilt. Man erhält somit

α = −
1

4
η. (14)

Der Druckpunkt berechnet sich nach Gl. 5.31 zu

xA

t
= −

cm

ca

= −
−2α − 7

8η

4α + η
= −

16α + 7η

32α + 8η
. (15)

Die Veränderung des Druckpunktes in Abhängigkeit des Klappenwinkels ergibt
sich durch Ableiten von Gl. 15 nach η. Man erhält

dxA

t

dη
=

7(32α + 8η) − 8(16α + 7η)

(32α + 8η)2 =
96α

(32α + 8η)2 =
6α

(8α + 2η)2 . (16)

Aus Gl. 15 und Gl. 16 ist erkennbar, dass der Druckpunkt mit steigendem Klap-
penwinkel nach hinten wandert.

d) Nach Gl. 2 gilt für den Auftriebsbeiwert ohne einsetzten der Anströmmachzahl

ca =
1

√

Ma2
∞

− 1

(

4α + η
)

. (17)

Die Veränderung aufgrund der Anströmmachzahl berechnet sich durch

dca

dMa∞

=
−Ma∞

1√
Ma2
∞
−1

Ma2
∞

− 1

(

4α + η
)

=
−Ma∞

(Ma2
∞

− 1)3/2

(

4α + η
)

. (18)

Da die Steigung für Ma > 1 negativ ist, sinkt der Auftriebsbeiwert mit steigender
Anströmmachzahl.
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e) Nach der 1. Prandtl-Glauert-Regel gilt für den Auftrieb

ca =
1

B
ca,ik. (19)

Bei einer Anströmmachzahl von Ma∞ = 2 ergibt sich somit

B =
√

Ma2
∞

− 1 =
√

3. (20)

Der Auftrieb bei Ma∞ = 2 berechnet sich also zu

ca =
1

B
ca,ik =

1√
3
ca,ik = 0, 057735. (21)

Nach der Göthert-Regel berechnet sich der Auftriebsbeiwert zu

ca(x; y; z; α; f ; δ; Λ) =
1

B2 ca,ik(x; By; Bz; Bα; Bf ; Bδ; BΛ)

=
1

B2

4
√

Ma2
∞

1
∫

0

(

Bα −
Bdz̄

dx̄
dx̄

)

=
1

B
ca,ik. (22)
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Aufgabe zur Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I

Ein Hersteller von Flügeln für Kleinflugzeuge ist auf der

Abb. 1: Verlauf von ϕ über

der Profiltiefe

Suche nach einem neuen dünnen, schwach gewölbten Profil,
welches bei geringer Anstellung eine gewünschte Zirkulati-
onsverteilung erzeugen soll. Für die Lastverteilung in Tie-
fenrichtung bei einer Anströmgeschwindigkeit von U∞ =
70 m/s liegen folgende Werte vor:

γ(ϕ = 90◦) = 18.2 m/s (1)

γ(ϕ = 60◦) = 23.44 m/s (2)

In den folgenden Aufgabenteilen sollen unter anderem die Kontur sowie die Beiwerte des
Profils bestimmt werden. Beachten Sie hierbei, dass für den Anströmvektor α∗ = 0◦ gilt.

a) Berechnen Sie unter der Annahme A0 = 1.6A1 die ersten drei Koeffizienten der
Birnbaum-Ackermann’schen Normalverteilung. Stellen Sie anschließend die Glei-
chung der Kontur der Skelettlinie in der Form z̄ = ax̄3 + bx̄2 + cx̄ + d auf.

b) Bestimmen Sie die Auftriebsbeiwerte ca0 , ca1 , ca2 , die Winkel α0, α1, α2 sowie den
gesamten Auftriebsbeiwert ca und den Anstellwinkel α.

c) Für die spätere Betrachtung eines Tragflügels wird der Auftriebsgradient (dca/dα)2d
benötigt. Wie groß ist dieser?

In den folgenden Teilen soll ein ungeschränkter Ellipsenflügel mit der Spannweite b =
10 m, einer maximalen Profiltiefe von t = 2 m und einer Fläche von 15, 808 m2 untersucht
werden. Dabei soll das Profil verwendet werden, welches in den Aufgabenteilen a) bis c)
entworfen wurde. Sollten Sie Teil c) nicht gelöst haben so nehmen Sie (dca/dα)2d = 6 an.

d) Wie groß ist der Gesamtauftriebsbeiwert cA des Flügels, wenn der lokale Beiwert
der Profilschnitte ca(y) = konst. = 0.5 ist. Bestimmen Sie außerdem die Flügel-
streckung Λ, den effektiven Anstellwinkel αe, den induzierten Abwindwinkel αi, den
geometrischen Anstellwinkel αg und den Auftriebsgradient (∂cA/∂α) des Flügels.

e) Bestimmen Sie unter der Annahme, dass der Flügel mit einer Geschwindigkeit von
U∞ = 70 m/s und einer Luftdichte von ρ = 1.022 kg/m3 angeströmt wird, den Gesamt-
auftrieb A und den induzierten Widerstand Wi.

f) Analog zum Ellipsenflügel soll ein Trapezflügel mit rein aerodynamischer Schränkung
entworfen werden, der ebenfalls eine Spannweite von b = 10 m hat. Das bedeutet,
dass die Wölbung der einzelnen Profilschnitte über der Spannweite variiert, der
Anstellwinkel über y aber konstant bleibt. Die Profiltiefe an der Wurzel beträgt
ti = 2 m die an der Flügelspitze ta = 0.3 m. Berechnen Sie die den Verlauf von
A1(y) der sich durch die Schränkung ergibt unter der Annahme, dass beide Flügel
die gleiche Zirkulationsverteilung liefern.

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschrit-
ten muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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Musterlösung zur Flugzeug- und Flugkörperärodynamik I

a)

γ(ϕ) = 2U∞(A0 tan
ϕ

2
+ A1 sin ϕ + A2 sin 2ϕ) (1)

Somit erhält man für die zwei vorgegebenen Werte von γ unter der Voraussetzung
A0 = 1.6A1:

γ(ϕ = 90◦) = 2 · 70 m/s(A0 + A1) = 364 m/sA1 = 18, 2 m/s (2)

γ(ϕ = 60◦) = 2 · 70 m/s(

√
3

3
A0 +

√
3

2
A1 +

√
3

2
A2) = · · ·

· · · = 140 m/s(
31

30

√
3A1 +

√
3

2
A2) = 23.440 m/s (3)

Durch Auflösen von Gl. 2 - Gl. 3 ergibt sich somit:

A0 = 0.08 (4)

A1 = 0.05 (5)

A2 = 0.09 (6)

Die Kontur berechnet sich analog zu den Profilbeiwerten durch Superposition der
einzelnen Konturen für jede Normalverteilung. Es gilt:

z̄(x̄) = z̄0(x̄) + z̄1(x̄) + z̄2(x̄)

= (A0 − α∗)(1 − x̄) + A1x̄(1 − x̄) − A2x̄[1 − 4x̄ +
8

3
x̄2]

= −
8

3
A2x̄

3 + x̄2(4A2 − A1) + x̄(−A2 + A1 − A0 + α∗) + A0 − α∗

= −0.24x̄3 + 0.31x̄2 − 0.12x̄ + 0.08 (7)

b) Die Auftriebsbeiwerte ca0
bis ca2

berechnen sich nach der von Birnbaum-Ackermann’schen
Normalverteilung (BAN) durch:

ca0
= 2πA0 = 0.5027 (8)

ca1
= πA1 = 0.1571 (9)

ca2
= 0 (10)

Die Anstellwinkel berechnen sich zu:

α0 = A0 − α∗ = 0.08 = 4.584◦ (11)

α1 = 0 (12)

α2 = −
A2

3
= −0.03 = −1.719◦ (13)

Durch Superposition der Werte aus Gl. 8 bis Gl. 13 ergeben sich der Auftriebsbei-
wert und der Anstellwinkel:

ca = ca0
+ ca1

+ ca2
= 0.6598 (14)

α = α0 + α1 + α2 = 0.05 = 2.865◦ (15)



F2009 NPO V

c) Um den Auftriebsgradienten zu berechnen benötigt man zuerst den Gesammtauf-
triebsbeiwert welcher bereits in Gl.14 definiert ist. Formt man diesen mit Gl. 8
und Gl. 9 um so erhält man:

ca = ca0
+ ca1

+ ca2
= 2πA0 + πA1 (16)

Formt man weiter um so erhält man:

ca = 2πA0 + πA1 = 2π(α0 + α∗) + πA1 = 2πα0
︸ ︷︷ ︸

Anteil aus der Anstellung

+ πA1
︸ ︷︷ ︸

Anteil aus der Wölbung

(17)

Da der Anteil aus der Wölbung konstant ist erhält man für die Auftriebsgradienten
durch differenzieren von Gl. 17:

(dca/dα)2d = 2π (18)

d) Für einen Ellipsenflügel gilt nach S.106 Aero I Skript:

cA = ca(y) = 0.5 (19)

Für die weiteren Berechnungen wird die Flügelstreckung Λ benötigt. Diese berech-
net sich durch:

Λ =
b2

F
= 6.326 (20)

Die Anstellwinkel berechnen sich nach Gl. 6.48 und Gl. 6.49 im Aero I Skript zu:

αe =
cA

(dca/dα)2d
=

0.5

4π
= 0.0398 = 2.28◦ (21)

αi =
cA

πΛ
= 0.0252 = 1.44◦ (22)

αg = αe + αi = 0.065 = 3, 724◦ (23)

Die Änderung des Auftriebsbeiwertes cA über den Anstellwinkel α lässt sich unter
der Bedingung (dca

dα

)2d = 2π durch

∂cA

∂α
=

2πΛ

Λ + 2
= 4.774 (24)

berechnen.

e) Unter Angabe der Dichte lässt sich der Auftrieb mittels einfacher Formel zu

A = q∞FcA =
1

2
ρU2

∞
FcA = 19790.8N (25)

berechnen. Für die Berechnung des induzierten Widerstandes wird der induzierte
Abwindwinkel αi und der Auftrieb benötigt. Somit erhält man:

Wi = αiA = 498.7N (26)
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f) Die Zirkulationsverteilung ergibt sich nach Kutta-Joukowsky zu

Γ(y) =
1

2
U∞ca(y)t(y) (27)

Um für den vorgegebenen Trapezflügel eine elliptische Zirkulationsverteilung zu
erhalt muss somit

Γ(y)elliptisch = Γ(y)trapez (28)

bzw
ca(y)elliptisch · t(y)elliptisch = ca(y)trapez · t(y)trapez (29)

gelten. Für das weitere Vorgehen werden die Gleichung für die Tiefe von Ellip-
senflügel und Tragflügel benötigt. Die allgemeine Formel für die Gleichung einer
Ellipse lautet

y2

a2
+

x2

b2
= 1 (30)

Mit einer Halbspannweite von y(x = 0) = b/2 = 5 m und einer halben maxima-
len Flügeltiefe von x(y = 0) = 1 m lautet somit die Gleichung für die Tiefe des
Ellipsenflügels

y2

25 m2
+

x2

1 m2
= 1 (31)

Für die tiefe des Ellipsenflügels muss dieser Wert mit dem Faktor 2 multipliziert
werden. Es ergibt sich somit

t(y)elliptisch = 2x(y) = 2 ·

√

1 m2 −
y2

25
=

2

5
·
√

25 m2 − y2 (32)

für die Tiefe des Ellipsenflügels. Die Gleichung für die Flügeltiefe des Trapezflügels
ist eine Gerade. Sie berechnet sich mit Hilfe von ti = 2 und ta = 0.3 zu

0.34y + x = 2 m (33)

Unter Berücksichtigung der letzten Gleichung gilt t(y)trapez = x(y)trapez und somit
für den Trapezflügel

t(y)trapez = 2 m −
34

100
y (34)

Durch Einsetzten von Gl. 19, Gl. 32 und Gl. 34 in Gl. 29 erhält man

ca(y)trapez =
1

5
·
√

25 m2 − y2

2 m − 34

100
y

=

√
25 m2 − y2

10 m − 34

20
y

(35)

Um auf die Veränderung von A1 aufgrund der aerodynamischen Schränkung zu
kommen, wird der Zusammenhang aus Gl. 14, Gl. 8 und Gl. 9 benötigt. Setzt man
diese drei Gleichungen in Gl. 35 ein so erhält man für A1(y)trapez

A1(y)trapez =

√
25 m2 − y2

π(10 m − 34

20
y)

− 2A0 (36)
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Aufgabe zur Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I

Es soll ein widerstandsoptimiertes Überschallprofil entworfen werden, das eine endliche
Hinterkantendicke aufweist (Abb. 1). An den Kanten löst die Strömung ab und an der
Basis liegt ein Unterdruck mit cpB

= −0.2 vor. Die Dichte bei einer Flughöhe von 8000 m
beträgt ρ∞ = 0.542 kg/m3, der Druck p∞ = 36030 Pa und die Fluggeschwindigkeit U∞ =
530 m/s. Für die gesamte Aufgabe gilt der Isentropenexponent κ = 1.4.

Abbildung 1: Flügelprofil

a) Berechnen Sie unter der Annahme, dass die gekrümmte Kontur des Profils einer
Funktion mit z̄(x̄) = ax̄2 + bx̄ + c entspricht und durch drei Punkte (Vorderkante,
der Punkt (x0;z0) und die Hinterkante) definiert ist, die Koeffizienten a, b und c in
Abhängigkeit von x̄0, z̄0(x̄0) und z̄HK . Beachten Sie, dass x̄ = x/t gilt.

b) Bestimmen Sie allgemein die Beiwerte für den Wellenwiderstand und den Druckwi-
derstand an der Basis (Heck), den das Profil erzeugt. Sollten Sie Teil a) nicht gelöst
haben, so verwenden Sie folgende Näherungslösung für die Koeffizienten:
a = (z̄0 − z̄HK x̄0)/(0.9x̄2

0 − x̄0), b = (−z̄0 + 0.9z̄HK x̄2
0)/(0.9x̄2

0 − x̄0) und c = 0.

c) Welche Anström-Machzahl liegt vor? Welcher Wert ergibt sich für die Beiwerte aus
b), wenn z̄HK = 1

30 , z̄0(x̄0) = 3z̄HK und x̄0 = 0.5 gilt? Wenn Sie Ma∞ nicht gelöst
haben, verwenden Sie als Näherung Ma∞ = 1.8.

d) Im Folgenden soll der Wellenwiderstandsbeiwert des Profils in Abhängigkeit von
z̄0(x̄0) bei festem x̄0 minimiert werden (Rechnung erforderlich). Verwenden Sie
hierfür das Ergebnis aus Teilaufgabe b). Welche Form hat dieses Profil?

e) Das Profil aus Teil c) soll nun bei einer Anström-Machzahl von Ma∞ =
√

5 unter-
sucht werden. Bestimmen Sie den Wellenwiderstandsbeiwert. Verwenden Sie dabei
die Ähnlichkeitsregeln.

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschrit-
ten muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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Musterlösung zur Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I

Abb. 1: Flügelprofil

a) Mit der Annahme, dass die gekrümmte Kontur des Profils einer Funktion mit
z(x) = ax2 + bx + c entspricht sollen die Koeffizienten a, b und c in Abhängigkeit
von x̄0, z̄0 und z̄HK berechnet werden. Insgesammt sind zur Bestimmung der Ko-
effizienten drei Punkte nötig, P1(0; 0), P2(x0; z0) und P3(t; zHK). Bevor mit dem
Einsetzen der Punkte begonen wird, werden die Punkte dimensionslos gemacht.
Man erhält:

P1 => P̄1(0; 0) (1)

P2 => P̄2(x̄0; z̄0) (2)

P3 => P̄3(1; z̄HK) (3)

z̄(x̄ = 0) = c = 0 (4)

und somit
c = 0 (5)

Für die Punkte P2 und P3 folgt:

z̄(x̄ = x̄0) = ax̄2
0 + bx̄0 = z̄0 (6)

z̄(x̄ = 1) = a + b = z̄HK (7)

Durch einsetzten dieser beiden Gleichungen ineinander erhält man

a =
z̄0 − z̄HK x̄0

(x̄2
0 − x̄0)

(8)

b =
z̄HK x̄2

0 − z̄0

x̄2
0 − x̄0

(9)



b) Der Gesamtwiderstand des Profils setzt sich aus zwei unterschiedlichen Teilen zu-
sammen, dem Wellenwiderstand WW und dem Druckwiderstand WD. Der Wellen-
widerstandsbeiwert für ein symmetrisches nicht angestelltes Profil berechnet sich
durch

cww
=

4
√

Ma2
∞ − 1

1∫

0

(
dz̄(x̄)

dx̄

)2

dx̄ (10)

wobei die Steigung der Profilkontur für die Oberseite

dz̄
dx̄

= 2
z̄0 − z̄HK x̄0

x̄2
0 − x̄0︸ ︷︷ ︸

a

x̄ +
z̄HK x̄2

0 − z̄0

x̄2
0 − x̄0︸ ︷︷ ︸

b

(11)

beträgt. Setzt man Gl. 11 in Gl. 10 ein, so erhält man

cww
=

4
√

Ma2
∞ − 1

1∫

0

(
2ax̄ + b

)2

dx̄ (12)

=
4

√
Ma2

∞ − 1

1∫

0

(
4a2x̄2 + 4abx̄ + b2

)
dx̄ (13)

=
4

√
Ma2

∞ − 1

[
4

3
a2x̄3 + 2abx̄2 + b2x̄

]1

0
(14)

=
4

√
Ma2

∞ − 1

(
4

3
a2 + 2ab + b2

)
(15)

=
4

√
Ma2

∞ − 1

(
4

3

(z̄0 − z̄HK x̄0)
2

(x̄2
0 − x̄0)2 + 2

(z̄0 − z̄HK x̄0)(z̄HK x̄2
0 − z̄0)

(x̄2
0 − x̄0)2

+
(z̄HK x̄2

0 − z̄0)
2

(x̄2
0 − x̄0)2

)
(16)

=
4

3(x̄2
0 − x̄0)2

√
Ma2

∞ − 1

(
z̄2

0 − 2z̄0z̄HK x̄0 + 4z̄2
HK x̄2

0 − 6z̄2
HK x̄3

0

+3z̄2
HK x̄4

0

)
(17)

Der Druckwiderstand berechnet sich aus der Differenz zwischen dem Anströmdruck
p∞ und dem Druck hinter dem Profil pB. Somit gild für den Druckwiderstand

WD = −(pB − p∞) · 2z̄HK · 1 (18)

Über die Beziehung

cpB
=

pB − p∞

ρ

2U2
∞

(19)

erhält man den Druck hinter dem Profil.

pB = cpB

ρ
2

U2
∞ + p∞ (20)

(21)

Da nun alle Werte bekannt sind berechnet sich der Druckwiderstand allgemein
geschrieben zu

WD = −(cpB

ρ
2

U2
∞ + p∞ − p∞) · 2z̄HK · 1 (22)

= −2z̄HKcpB

ρ
2

U2
∞ (23)

Den Druckwiderstandsbeiwert erhält man indem man Gl. 23 durch den Staudruck
und die Bezugsfläche A, für die im normierten Fall A = 1 gilt, teilt

cWD
=

−2z̄HKcpB

ρ

2 U2
∞

ρU2
∞

2 · A
(24)

= −2z̄HKcpB
(25)

c) Für die nachfolgenden Berechnungen wird die Anström-Machzahl benötigt bei der
das Profil untersucht wird. Diese berechnet sich durch

Ma∞ =
U∞

a
(26)

=
U∞√
κRT∞

(27)

Unter Berücksichtigung der idealen Gasgleichung kann für die Berechnung der
Anströmtemeperatur

T∞ =
p∞

ρ∞R
(28)

verwendet werden. Somit ergibt sich für die Anström-Machzahl

Ma∞ =
U∞√

κR p∞
ρ∞R

(29)

=
U∞√
κp∞

ρ∞

(30)

= 1.7373 (31)

Unter der Annahme, dass z̄HK = 1
30 , z̄0 = 3z̄HK und x̄0 = 0.5 ist, ergibt sich der

Wellenwiderstandsbeiwert zu

cww
=

4

3(x̄2
0 − x̄0)2

√
Ma2

∞ − 1

(
z̄2

0 − 2z̄0z̄HK x̄0 + 4z̄2
HK x̄2

0 − 6z̄2
HK x̄3

0

+3z̄2
HK x̄4

0

)
(32)

= 15.02

(
z̄2

0 − z̄0z̄HK +
7

16
z̄2

HK

)
(33)

= 15.02

(
9z̄2

HK − 3z̄2
HK +

7

16
z̄2

HK

)
(34)

= 96.69z̄2
HK = 0.1074 (35)



Der Druckbeiwert für den Druckwiderstand ergibt sich zu

cWD
= −2z̄HKcpB

(36)

=
1

75
= 0.01333 (37)

d) Um den Wellenwiderstand zu minimieren muss der Wellenwiderstandsbeiwert mi-
nimal werden. Das heißt es muss nach dem Wert für z̄0 gesucht werden bei dem
gilt:

dcww
(z̄0)

z̄0
= 0 (38)

Aus Gl. 17 wird somit

dcww
(z̄0)

z̄0
=

4

3(x̄2
0 − x̄0)2

√
Ma2

∞ − 1

(
2z̄0 − 2z̄HK x̄0

)
(39)

Damit der Wellenwiderstand minimal wird muss also

z̄0 = z̄HK · x̄0 (40)

gelten. Das Profil was sich dadurch ergibt ist ein Keilprofil.

e) Unter der Annahme dass sich die Geometrie aus Teil c) nicht verändert wird die
erste Prandtl-Glauert Regel verwendet. Somit gilt

cww
Ma=

√
5

= cwwMa=1.7373
·

BMa=1.7373

BMa=
√

5
(41)

= cwwMa=1.7373
·

1.4206
√√

5
2

− 1

(42)

= cww
Ma=1.7373

· 0.7103 (43)

= 0.07629 (44)
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Aufgabe zur Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I

Zur Untersuchung der Klappenwirkung sollen zwei Skelette miteinander verglichen wer-
den. Das erste Skelett, ein angestelltes Parabelskelett, ist in Abb. 1 dargestellt. Das zweite
Skelett (Abb. 2) hat bis zu einer Tiefe von 80% die Form eines nicht angestellten Para-
belskeletts. Danach folgt eine ebene Platte als Klappe. Die Richtung der ungestörten
Anströmung ist in beiden Fällen parallel zur x-Achse. Alle Klappenwinkel sind klein, so
dass eine linearisierte Betrachtung möglich ist.
Hinweis: Aufgabenteile b), c) und d) unabhängig voneinander lösbar.

Abbildung 1: Angestelltes Parabelskelett Abbildung 2: Skelett mit Klappe

a) Stellen Sie die Gleichung für die Kontur der Skelettlinie des angestellten Skeletts
(Abb. 1) auf. Berechnen Sie dann mit Hilfe der Skelett-Theorie die Beiwerte für
Auftrieb und Moment. Bestimmen Sie außerdem die Lage des Druckpunktes und
den Momentenbeiwert bezüglich des t/4 Punktes.

b) Im Folgenden wird das Skelett mit Hinterkantenklappe (Abb. 2) betrachtet. Dabei
definiert der Winkel η = 0◦ den Ausschlag der Klappe bei der sie gerade durch
den Punkt (1; 0) geht. Bestimmen Sie die Kontur dieser Skelettlinie in Abhängigkeit
des Klappenwinkels η. Berechnen Sie allgemein den Auftriebsbeiwert als Funktion
von η. Verwenden Sie nur die ersten beiden Normalverteilungen. A1 sei bereits mit
A1 = 2/π(0.032+0.0564π+0.8η) gegeben. Für welchen Klappenausschlag liefern die
beiden Skelette den gleichen Auftrieb?

Im Folgenden wird ein Flugzeug mit einer Spannweite b = 20 m untersucht, dessen Recht-
eckflügel mit der Tiefe t = 1 m das Profil aus Teil b) aufweist. Um ein Manöver zu fliegen
werden auf der rechten Tragflügelhälfte die Klappen auf η = +4◦ (Pos. 1 Abb. 3) und auf
der linken Tragflügelhälfte auf η = −4◦ (Pos. 2 Abb. 3) ausgeschlagen. Die Anströmung
erfolgt parallel zur x-Achse und beträgt U∞ = 50 m/s bei einer Dichte von ρ = 0.75 kg/m3.

c) Berechnen Sie für diese beiden Klappenausschläge den jeweiligen geometrischen An-
stellwinkel des Profils.
Hinweis: Haben Sie Teil b) nicht gelöst so verwenden Sie als Näherung:
ca = 0.4 + 3.5η + 2πα⋆ wobei hier η in [rad] vorliegt.

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschrit-
ten muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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Abbildung 3: Skelett mit verschiedenen Klappenausschlägen;
Pos. 0 η = 0◦; Pos. 1 η > 0◦; Pos. 2 η < 0◦;
(nicht maßstäblich)

d) Berechnen Sie sowohl den Auftrieb des Flügels sowie das Rollmoment unter der Vor-
aussetzung, dass die Zirkulationsverteilung durch die ersten beiden Fourierkoeffizien-
ten beschrieben werden kann, wobei der erste Koeffizient bereits mit A1 = 18.08 m2/s

bekannt ist. Setzen Sie zur Bestimmung des zweiten Fourierkoeffizienten A2 den in
c) berechneten Anstellwinkel αgη1

an der Position y = 8.66 m an. Nehmen Sie für
diese Aufgabe an, dass (dca/dα)2D = 2π ist.
Hinweis: Haben Sie Teil c) nicht gelöst, so verwenden Sie als Näherung:
αgη1

= 6◦

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschrit-
ten muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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Musterlösung zur Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I

a) Die vorliegende Skelettlinie lässt sich durch die erste und zweite Normalverteilung
beschreiben (angestellte ebene Platte und stoßfrei angeströmtes Parabelskelett).
Für die einzelnen Konturabschnitte gilt

z̄0 = (A0 − α∗)(1 − x̄) (1)

z̄1 = A1x̄(1 − x̄) (2)

Die Werte der Koeffizienten A0 und A1 lassen sich aus der Zeichnung extrahieren.

A0 = 0.04 (3)

A1 = 4 · 0.02 = 0.08 (4)

Für die Gesamtkontur kann somit

z̄ = (A0 − α∗)(1 − x̄) + A1x̄(1 − x̄) (5)

z̄ = A0(1 − x̄) + A1(x̄ − x̄2) (6)

= 0.04(1− x̄) + 0.08(x̄ − x̄2) (7)

geschrieben werden. Die Beiwerte für Auftrieb und Moment sind in der Skelett-
Theorie durch

ca0 = 2πA0 = 0.2513 (8)

cm0 = −
π

2
A0 = −0.06283 (9)

für die erste Normalverteilung bzw. durch

ca1 = πA1 = 0.2513 (10)

cm1 = −
π

2
A1 = −0.1257 (11)

für die zweite Normalverteilung gegeben. Somit gilt für die Gesamtbeiwerte

ca = π(2A0 + A1) = 0.5026 (12)

cm = −
π

2
(A0 + A1) = −0.1885 (13)

Für den Druckpunkt gilt

x̄DP = −
cm

ca
=

π
2
(A0 + A1)

π(2A0 + A1)
=

A0 + A1

4A0 + 2A1

(14)

= 0.375 (15)

1
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Um den Momentenbeiwert bezüglich des Neutralpunktes, welcher hier in gleichem
Maße der t/4-Punkt ist, zu berechnen muss der Einfluss des Auftriebsbeiwertes
berücksichtigt werden. Somit erhält man

cmNP
= cmV K

+
1

4
ca (16)

= −0.06285 (17)

b) Um die Kontur des Skeletts mit Klappe zu bestimmen muss dieses in zwei Bereiche
0 ≤ x̄ ≤= 0.8 und 0.8 < x̄ ≤ 1 aufgeteilt werden. Die Kontur lautet somit

z̄I = 0.08(x̄ − x̄2) für 0 ≤ x̄ ≤ 0.8 (18)

z̄II = 0.0128− (x̄ − 0.8)(0.064 + η) für 0.8 < x̄ ≤ 1 (19)

und daraus folgend die Kontursteigungen

dz̄I

dx̄
= 0.08(1− 2x̄) für 0 ≤ x̄ ≤ 0.8 (20)

dz̄II

dx̄
= −(0.064 + η) für 0.8 < x̄ ≤ 1 (21)

Berücksichtigt man nun, dass

ϕ = arccos(2x̄ − 1) (22)

und somit x̄ = 0.8 in 0.295π gilt dann erhält man für die Koeffizienten der ersten
zwei Normalverteilungen

A0 = α⋆ −
1

π

(
∫ π

0.295π

dz̄I

dx̄
dϕ +

∫

0.295π

0

dz̄II

dx̄
dϕ

)

(23)

= α⋆ −
1

π

(
∫ π

0.295π
0.08(1− 2x̄)dϕ +

∫

0.295π

0

−(0.064 + η)dϕ

)

(24)

= α⋆ −
1

π

(
∫ π

0.295π
0.08(− cosϕ)dϕ +

∫

0.295π

0

−(0.064 + η)dϕ

)

(25)

= α⋆ −
1

π

(

0.064 − 0.295π(0.064 + η)

)

(26)

A1 = −
2

π

(
∫ π

0.295π

dz̄I

dx̄
cosϕdϕ +

∫

0.295π

0

dz̄II

dx̄
cos ϕdϕ

)

(27)

= −
2

π

(
∫ π

0.295π
0.08(1− 2x̄) cosϕdϕ +

∫

0.295π

0

−(0.064 + η) cosϕdϕ

)

(28)

= −
2

π

(
∫ π

0.295π
−0.08 cos2 ϕdϕ +

∫

0.295π

0

−(0.064 + η) cosϕdϕ

)

(29)

= −
2

π

([

− 0.08

(

1

2
cosϕ sin ϕ + ϕ

)]π

0.295π
− 0.8(0.064 + η)

)

(30)

= −
2

π

(

0.0192− 0.0564π − 0.8(0.064 + η)

)

(31)

= −
2

π

(

− 0.032 − 0.0564π − 0.8η

)

(32)

(33)

2
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wobei der Koeffizient A1 bereits in der Aufgabenstellung angegeben ist. Somit kann
man wie aus Teil a) bekannt den Auftrieb durch

ca = π(2A0 + A1) (34)

= 2πα⋆ − 2(0.032 − 0.07528π − η(0.8 + 0.295π)) (35)

= 2πα⋆ + 0.409 + 3.4535η (36)

beschreiben. Dieser muss gleich dem Auftrieb aus Teil a) gesetzt werden, sodass
man den Klappenwinkel η erhält.

ca = 0.409 + 3.4535η = 0.5026 (37)

=> η = 0.027 =̂ 1.553◦ (38)

c) Aus Aufgabenteil b) ist bereits der Auftriebsbeiwert der Skelettlinie mit

ca = π(2A0 + A1) = 2πα⋆ + 0.409 + 3.4535η (39)

bekannt. Für die beiden gegebenen Klappenwinkel η1 = 4◦ und η2 = −4◦ ergeben
sich somit die beiden Auftriebsbeiwerte

caη1
= 0.6501 (40)

caη2
= 0.1679 (41)

Mit der Beziehung

αg =
ca
dca

dα

(42)

und der Annahme

dca

dα
= 2π (43)

welche für den zweidimensionalen Fall gilt erhält man für die beiden geometrischen
Anstellwinkel

αgη1
= 0.1035 =̂5.928◦ (44)

αgη2
= 0.0267 =̂1.531◦ (45)

Alternativ kann man den geometrischen Anstellwinkel auch über den Nullauftriebs-
winkel berechnen, da der geometrische Anstellwinkel als der Winkel zwischen der
ungestörten Anströmrichtung und dem Nullauftriebswinkel definiert ist. Damit bei
einem bestimmten Klappenausschlag der Auftrieb zu Null wird muss

ca = π(2A0 + A1) = 2πα⋆ + 0.409 + 3.4535η = 0 (46)

bzw.

A0 = α⋆ + α0 = −
A1

2
(47)

3
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gelten. Mit

α⋆ + α0 = α − α2 und (48)

α2 = 0 (49)

folgt der Nullauftriebswinkel zu

α = αA=0 = −
A1

2
(50)

= −
0.032 + 0.0564π + 0.8η

π
(51)

Für die beiden Winkel η1 und η2 erhält man somit

αA=0η1
= −0.0844 =̂ − 4.834◦ (52)

αA=0η2
= −0.0488 =̂ − 2.797◦ (53)

Des Weiteren werden zur Berechnung des geometrischen Anstellwinkels die Winkel
der Sehnen benötigt. Diese berechnen sich durch die Kontur des approximierten
Skeletts zu

αSehneη1
= − sin(zII(η = 4◦; x̄ = 0)) = sin(0.0191) ≈ 0.0191 (54)

=̂ 1.094◦ (55)

αSehneη2
= − sin(zII(η = −4◦; x̄ = 0)) = − sin(0.0221) ≈ −0.0221 (56)

=̂ −1.265◦ (57)

(58)

Den geometrischen Anstellwinkel erhält man aus der Beziehung

αg = −αA=0 + αSehne (59)

Für die beiden geometrischen Anstellwinkel ergibt sich somit

αgη1
= 5.928◦ (60)

αgη2
= 1.532◦ (61)

d) Die Koeffizienten der Zirkulationsverteilung können unter Verwendung eines Rei-
henansatzes aus der Grundgleichung der Prandtl’schen Traglinientheorie berechnet
werden. Sie lautet

2 sin ϑ · αg(ϑ) =

M
∑

n=1

An

bU∞

sin(nϑ)

(

4b sin ϑ
∂ca

∂α · t(ϑ)
+ n

)

(62)

Somit erhält man für die zwei gegebenen geometrischen Anstellwinkel zwei Glei-
chungen mit denen sich die beiden Koeffizienten der Zirkulationsverteilung berech-
nen lassen.

2 sin ϑ · αg(ϑ) =

M
∑

n=1

An

bU∞

sin(nϑ)

(

4b sin ϑ
∂ca

∂α · t(ϑ)
+ n

)

bzw. (63)

2 sin ϑ · αg(ϑ) =
A1 sin(ϑ)

bU∞

(

4b sin ϑ
∂ca

∂α · t(ϑ)
+ 1

)

+
A2 sin(2ϑ)

bU∞

(

4b sin ϑ
∂ca

∂α · t(ϑ)
+ 2

)

(64)

4
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Für die beiden spannweitigen Positionen, an denen die geometrischen Anstellwinkel
angesetzt werden, erhält man über

ϑ = arccos
y

b/2
(65)

ϑ(y = 8.66 m) = 30◦ (66)

ϑ(y = −8.66 m) = 150◦ (67)

Setzt man diese beiden Winkel mit den dazugehörigen geometrischen Anstellwin-
keln in die Grundgleichung ein, so erhält man zwei Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten

αgϑ1
=

A1

2000 m
2/s

(

20

π
+ 1

)

+
A2

√
3

2000 m
2/s

(

20

π
+ 2

)

(68)

αgϑ2
=

A1

2000 m
2/s

(

20

π
+ 1

)

+
−A2

√
3

2000 m
2/s

(

20

π
+ 2

)

(69)

Addition der letzten beiden Gleichungen ergibt

αgϑ1
+ αgϑ2

= 2 ·
A1

2000 m
2/s

(

20

π
+ 1

)

(70)

Somit folgt für A1

A1 = (αgϑ1
+ αgϑ2

) ·
1000 m

2/s

20

π + 1
(71)

= 18.08 m
2/s (72)

und folglich für A2

A2 =

[

αgϑ1
−

A1

2000 m
2/s

(

20

π
+ 1

)]

2000 m
2/s

√
3
(

20

π + 2
) (73)

= 4.386 m
2/s (74)

Mit den berechneten Koeffizienten der Zirkulationsverteilung lassen sich nun Auf-
trieb und Rollmoment zu

A =
π

4
bρU∞A1 = 10.650 kN (75)

Mx =
π

16
b2ρU∞A2 = 12917.1 Nm (76)

bestimmen.

5
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Aufgabe zur Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I

Im Folgenden soll die Stabilität eines Flugzeuges, bestehend aus elliptischem Flügel und
elliptischem Höhenleitwerk (beide ungeschränkt und mit gerader t/4-Linie) mit unter-
schiedlichen Profilen im Unterschall untersucht werden. Der Abstand zwischen Flügel und
Leitwerk betrage 9 m (siehe Skizze). Die Anstellung des vorderen Flügels sei α = +3◦. Das
Flugzeug mit einer Masse von m = 1020 kg befindet sich mit einer Geschwindigkeit von
U∞ = 180 km/h im stationären Horizontalflug. Die Dichte der umgebenden Luft betrage
ρ∞ = 1.022 kg/m3. Die Gravitationskonstante kann mit g = 9.81 m/s2 angenommen werden.
Alle auftretenden Winkel können als klein angesehen werden.

Abb. 1: Schematische Seitenansicht durch die Symmetrieebene (y = 0) Abb. 2: Schematische Draufsicht mit ge-
rader t/4 Linie

a) Zunächst soll unter Verwendung der Skelett-Theorie das Wurzelprofil von Flügel
(Nr.1) betrachtet werden, wobei nur Anstellung und Wölbung zu berücksichtigen
sind. Berechnen Sie die Koeffizienten A0 und A1 sowie die Kontur des Skeletts. Neh-
men Sie dafür an, dass die Zirkulation γ(x̄ = 0.25) = 14 m/s am Profil vorherrscht.

b) Die Spannweite des Hauptflügels betrage b1 = 10 m, die Flügeltiefe an der Wurzel
t1 = 2 m. Bestimmen Sie Auftrieb und Moment des Flügels. Beachten Sie dabei die
folgenden Hinweise.

Hinweise:

• Fläche einer Ellipse: SEllipse = π · ab mit a und b als Halbachsen

• Zur Berechnung des Gesamtmoments eines wie hier und in c) verwendeten
elliptischen Flügels bei konstantem Momentenbeiwert bezüglich der t/4-Linie
gilt: M = q · cmt/4

· S · lµ mit lµ = 8
3π

ti

• Haben Sie Teil a) nicht gelöst, so verwenden Sie als Näherung A0 =
0.05 und A1 = 0.06.

Nun soll die Komplettkonfiguration mit beiden Flügeln untersucht werden. Dabei soll
davon ausgegangen werden, dass das Profil des Höhenleitwerks (Spannweite b2 = 3 m,
Profiltiefe t2 = 0.75 m) ebenfalls durch die beiden ersten Koeffizienten der Skelettheo-
rie beschrieben werden kann, wobei A0II = −0.01 bereits bekannt ist. Außerdem wird
angenommen, dass auch am hinteren Flügel der unverminderte Staudruck anliegt.

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschrit-
ten muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!

H2010 VSL Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I: Zweiter Teil (Hilfsmittel erlaubt) 2/ 2

c) Berechnen Sie unter den Annahme des stationären Horizontalfluges den Koeffizi-
enten A1II von Profil Nr. 2 mit der Skelett-Theorie. Bestimmen Sie die Lage des
Druckpunktes der Flügelkombination durch Aufstellen einer Momentenbilanz um
die y-Achse (Abb. 2). Zeigen Sie dann, dass diese Flügelkonfiguration ein statisch
stabiles Flugverhalten aufweist, wenn der Gesamt-Neutralpunkt bei xNP = 1.05m
liegt.
Hinweis: Haben Sie Teil b) nicht vollständig gelöst so verwenden Sie
FI = 10.25 kN und MI = −1.45 kNm.

d) Das Höhenleitwerk befindet sich im durch den Hauptflügel induzierten Abwind-
bereich. Der geometrische Anstellwinkel des Leitwerks gegenüber der ungestörten
Anströmung vor dem Flugzeug beträgt αg,ungestört = −0.5◦. Skizzieren Sie zunächst
diese Gegebenheit und tragen sie die drei Winkel αg,ungestört, αabwind und αgII ein.
Berechnen Sie dann den lokalen geometrischen Anstellwinkel αgII am Höhenleitwerk.
Berücksichtigen Sie dabei auch den induzierten Anstellwinkel des Höhenleitwerks.
Bestimmen Sie nun den durch den Hauptflügel verursachten lokalen Abwindwinkel.
Hinweis: Haben Sie Teil c) nicht gelöst so verwenden Sie cAII = −0.073.

Beachten Sie bitte: Der Lösungsweg mit allen erforderlichen Zwischenschrit-
ten muss nachvollziehbar dargestellt sein und wird entsprechend bewertet!
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Musterlösung zur Flugzeug- und Flugkörperaerodynamik I

a) Aus der Aufgabenstellung ist bereits die Anstellung der Skelettlinie mit 3◦ gegeben.
Somit lässt sich der erste Koeffizient sofort berechen.

A0 = sin3◦ ≈
3◦ · π

180◦
= 0.0523 (1)

Der Koeffizient A1 lässt sich nun au der Zirkulationsverteilung

γ(ϕ) = 2U∞

(
A0 tan

ϕ

2
+ A1 sin ϕ

)
(2)

berechen. Somit wird

A1 =

(
γ(ϕ = 120◦)

2U∞

− A0 tan 60◦
)

/ sin 120◦ (3)

= 0.0570 (4)

Die Kontur bestimmt sich somit zu

z̄I = A0I (1 − x̄) + A1I x̄(1 − x̄) (5)

= −0.0570x̄2 + 0.0047x̄ + 0.0523 (6)

b) Die Berechnung der Beiwerte kann separat durchgeführt werden. Zuerst folgt die
Betrachtung für die Skelettline.

Bevor Kraft und Moment am Skelett berechnet werden müssen die Beiwerte zu
berechnet werden.

caI = 2πA0I + πA1I (7)

= 0.508 (8)

cmI = −

π

2
A0I −

π

2
A1I (9)

= −0.172 (10)

Außerdem wird für die weitere Rechnung noch der Momentenbeiwert bezüglich der
t/4 - Linie benötigt.

cmIt/4

= cmI +
1

4
caI (11)

= −0.045 (12)

Mit der in der Aufgabe gegebenen Formel zur Bestimmung der Ellipsenfläche lassen
sich Auftrieb und Moment bestimmen.

FI =
ρ∞

2
U2
∞
· SI · caI (13)

= 10191.3 N (14)

MI =
ρ∞

2
U2
∞
· SI · cmIt/4

· lµ (15)

=
ρ∞

2
U2
∞
· SI · cmIt/4

·

8

3π
t1 (16)

= −1524.7 Nm (17)

c) Im stationären Horizontalflug muss die Summe der aller Kräfte Fi Null ergeben.
Es gilt somit:

∑
Fi = 0 (18)

Die angreifenden Kräfte sind in diesem Beispiel der Auftrieb FI am Profil Nr.1 und
FII am Profil Nr.2 sowie die Gewichtskraft G. Da FI und G bekannt sind erhält
man sofort FII

FII = −G + FI (19)

= −185.1 N (20)

Nun lässt sich der Auftriebsbeiwert mit

caII = 2
−F2II

ρ∞U2
∞
· SII

(21)

= −0.082 (22)

und somit A1

A1II =
caII − 2πA0II

π
(23)

= −0.006 (24)

und cm

cmII = −

π

2
A0II −

π

2
A1II (25)

= 0.025 (26)

Der Momentenbeiwert bezüglich der t/4 - Linie beträgt somit.

cmIIt/4

= cmII +
1

4
caII (27)

= 0.0048 (28)

berechnen. Des Weiteren kann nun das Moment um das hintere Profil berechnet
werden.

MII =
ρ∞

2
U2
∞
· SII · cmIIt/4

· lµ (29)

= 6.88 Nm (30)

Um die Lage des Druckpunktes zu berechen muss nun das Momentengleichgewicht
über die Profilkonfiguration aufgestellt werden und der Punkt gesucht werden, in



dem das Moment verschwindet. Hierfür stellen wir das Moment um einen beliebigen
Punkt x auf, wobei x = 0 die vorderkante von Profil Nr. 1 darstellt. Rechtsdrehende
Momente sind dabei positiv, linksdrehende negativ.

0 = MI + MII + FI · (x̄Ages − 0.25 · 2 m) − FII · (2 m + 9 m + 0.25 · 0.75 m− xAges)(31)

Somit liegt der Druckpunkt bei

xAges =
−MI − MII + FI0.25 · 2 m + FII · (2 m + 9 m + 0.25 · 0.75 m)

FI + FII

(32)

= 0.454 m (33)

Die Konfiguration ist somit statisch stabil, da der Schwerpunkt im Gesamtdruck-
punkt, und damit vor dem Gesamtneutralpunkt liegt.

d) Der Abwindwinkel am Höhenleitwerk kann über die Differenz von gegebenem An-
stellwinkel gegen die x-Achse und dem aufgrund des Auftriebs eigentlich zu er-
wartenden Anstellwinkels berechnet werden. In der geforderten Skizze sind loka-
ler geometrischer Anstellwinkel, globaler geometrischer Anstellwinkel (−0.5◦) und
Abwindwinkel einzutragen:

Abb. 1: Anströmzustand am HLW

Zur Berechung des lokalen geometrischen Anstellwinkels gibt es zwei Möglichkei-
ten, die im Folgenden dargestellt sind.

Variante 1:

Der lokale geometrische Anstellwinkel setzt sich zusammen aus induziertem und
effektivem Anstellwinkel:

αgII = αiII + αeII (34)

=
cAII

πΛII

+
cAII

2π
(35)

= −1.04◦ (36)

Variante 2:

Für den Ellipsenflügel lässt sich der Auftriebsgradient abhängig von der Streckung
angeben. Über den bekannten Auftriebsbeiwert ergibt sich also:

αgII =
cAII
2πΛII
ΛII+2

(37)

= −1.04◦ (38)

Es ergibt sich also ein Abwindwinkel αabwind von:

αabwind = αgII − αg,ungestöert (39)

= −1.04◦ − (−0.5◦) (40)

= −0.54◦ (41)
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